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Zusammenfassung

Ziel dieser Bachelorarbeit ist es, die Wechselwirkung von Atomen als quantenmechani-

sche Mehrniveau-Systeme mit Laserlicht zu verstehen. Dazu werden die theoretischen

Grundlagen erarbeitet und deren Erweiterung auf die Master-Gleichung motiviert. Die-

ses Modell wird zunächst an Zweiniveau- und Dreiniveau-Systemen getestet und schlieÿ-

lich auf Kalium angewendet. Für das System des Kaliumatoms werden unter anderem

Streuraten und die Absorption in Abhängigkeit von der Intensität des Laserlichtes vor-

hergesagt. Diese theoretischen Daten werden abschlieÿend mit experimentellen Werten

aus Absorptionsmessungen verglichen.

Abstract

The aim of this bachelor thesis is to further the understanding of the interaction of atoms

as quantum mechanical multilevel systems with lasers. To achieve this the theoretical

basics are worked out and their generalization to the Master-equation is motivated. This

model is �rst applied on two- and threelevel-systems as tests and then �nally applied on

the potassium. For the system of the potassium-atom scattering rates and the absorption

in dependence of the intensity of the laser are being calculated. These theoretical data

are lastly compared with the experimental values from the absorption-measurents.
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1 Einleitung

Im Rahmen dieser Bachelorarbeit wird die Wechselwirkung von Atomen mit Licht un-

tersucht. Hierbei wird das Atom als quantenmechanisches Mehrniveau-System ange-

nommen. Das Ziel ist die Beschreibung der Dynamik des D2-Übergangs in Kalium

(2S1/2 → 2P3/2), der durch Hyperfeinaufspaltung ein komplexes Niveauschema aufweist.

Vor der Behandlung dieses komplexen Systems sollen zunächst einfachere Beispiele un-

tersucht werden.

Als erstes soll das Zweiniveau-System behandelt werden. Für dieses System soll der

Hamiltonian hergeleitet werden, wobei die Interaktion mit Licht durch eine klassische

ebene Welle beschrieben wird. Für diesen Hamiltonian soll dann die Zeitentwicklung

des Systems betrachtet werden. Zusätzlich soll die spontane Emission als Zerfall des

angeregten Niveaus durch einen phänomenologischen Ansatz in die Beschreibung der

zeitlichen Dynamik des Systems eingebunden werden. Der Formalismus für Zweiniveau-

Systeme mit spontaner Emission soll auf Mehrniveau-Systeme erweitert werden. Die

Zeitentwicklung dieser Systeme soll durch numerische Simulationen gelöst werden. Diese

Erweiterung soll ebenfalls auf das Dreiniveau-System als Testsystem angewendet werden.

Nach diesen einführenden Beispielen soll dann das Kalium betrachtet werden. Als ers-

tes soll hierfür näher auf die Hyperfeinstruktur des Kaliums eingegangen werden. Des

weiteren wird die Berechnung der Dipolmatrixelemente behandelt. Die Zerfallsraten der

Hyperfeinzustände sollen ebenfalls erörtert werden. Mit Hilfe dieser beiden Grundlagen

soll dann die Zeitentwicklung des Kaliums mit Hilfe einer numerischen Simulationen be-

stimmt werden. Diese Dynamik soll für unterschiedliche Parameter wie Lichtintensität

und Polarisation bestimmt und näher behandelt werden. Als Prognosen sollen die Dy-

namiken für unterschiedliche Lichtintensitäten bestimmt werden, um mit deren Hilfe die

Streuraten des Systems in Abhängigkeit von diesem Parameter zu bestimmen. Schlieÿ-

lich sollen diese Prognosen mit den experimentellen Daten verglichen werden. Die Daten

wurden aufgenommen, indem eine Wolke kalter Kaliumatome mit entsprechendem La-

serlicht bestrahlt wurde, und das entsprechende Absorptionsbild mit einer CCD-Kamera

aufgenommen wurde.
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2 Grundlagen

Im Folgenden werden die physikalischen Grundlagen im Rahmen dieser Bachelorarbeit

näher erörtert. Als Erstes wird der Hamiltonoperator von dem Zweiniveau-System her-

geleitet und verwendet um die Zeitentwicklung des Systems zu bestimmen und die Lö-

sungen in der Literatur zu reproduzieren. Auf das Zwei-Level-System soll dann ein phä-

nomenologische Ansatz angewendet werden um die spontane Emission in das Modell

einzubinden. Das theoretische Modell des Zweiniveau-Systems wird anschlieÿend auf

Mehrniveau-Systeme erweitert um die Zeitentwicklung von komplexeren Systemen be-

rechnen zu können. Mit der Entwicklung der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten soll dann

z.B. die Absorbtion berechnet werden. Damit das Modell angewendet werden kann, muss

auch das Kaliumatom als quantenmechanisches System verstanden werden um z.B Ma-

trixelemente und Zerfallsraten zu bestimmen.

2.1 Das Zweiniveau-System

2.1.1 Der Hamiltonoperator im Wechselwirkungsbild

Als Erstes wird das einfache Zweiniveau-System betrachtet für welches der Hamiltonope-

rator in einem anderen quantenmechanischem Bild als das Schrödingerbild hergeleitet

werden soll.

Hierfür wird ein Modellsystem betrachtet, bestehend aus zwei Energieniveaus. Sei einer

der Zustände |g〉 mit Energie Eg = ~ωg und der andere |e〉 mit Ee = ~ωe, wobei Ee > Eg

gewählt ist. Sei die Menge {|e〉 , |g〉} die Basis des 2-dimensionalen Hilbertraums, so gilt

direkt folgendes für den Hamiltonian Ĥ0 dieses Systems:

~ωe

~ωg

ωeg

|e〉

|g〉

Abbildung 1: Zweiniveau-System Diese Abbildung stellt das Schema eines einfa-
chen Zweiniveau-Systems dar. Der Zustand |e〉 mit Energie ~ωe ist das obere angeregte
Niveau. Der Zustand |g〉 mit Energie ~ωg ist der untere Grundzustand. Die Kreisfre-
quenzdi�erenz(Übergangsfrequenz) beider Zustände ist ωeg. Dieses System wechselwirkt
mit elektromagnetischer Strahlung der Frequenz ωl.
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Ĥ0 = ~ωe |e〉 〈e|+ ~ωg |g〉 〈g| (2.1.1)

Nun wird das System (Abbildung 1) von Licht angeregt. Betrachtet man die elektro-

magnetische Strahlung als ebene Welle, so gilt folgendes für das elektrische Feld [1, S.5

Gl.1.9.]:
~E(~r, t) = E0~ε cos(~k · ~r − ωlt) (2.1.2)

E0 bezeichnet dabei die Stärke des elektrischen Feldes und steht im direkten Zusammen-

hang zur Intensität I des eingestrahlten Lichtes mit Frequenz fl = ωl/2π, Wellenvektor
~k und Polarisation ~ε. Mit Ĥ ′(t) als zusätzlichem Term zu Ĥ0, der die Strahlungskopp-

lung beschreibt gilt nach [1, S.5 Gl.1.8] nun folgender Zusammenhang zwischen Ĥ ′(t)

und dem elektrischen Feld:

Ĥ ′(t) = −e ~̂E(~̂r, t) · ~̂r (2.1.3)

Da Licht ein Niveau nicht an sich selbst koppeln kann gilt H ′ee = H ′gg = 0. Für Ĥ ′eg
ergibt sich mit den Gleichungen 2.1.2 und 2.1.3:

H ′eg(t) = −eE0 cos(~k · ~r − ωlt) 〈e|~̂ε · ~̂r|g〉 =: ~Ω cos(~k · ~r − ωlt) (2.1.4)

Der Polarisationsvektor des elektrischen Feldes ist in dieser Darstellung nun ebenfalls

als Vektoroperator zu verstehen. Bei Ω handelt es sich um die sogenannte Rabifrequenz.

Ω := −eE0

~
〈e|~̂ε · ~̂r|g〉 (2.1.5)

Gleichung 2.1.3 wurde mit Hilfe der Dipolnäherung [1, S.5] hergeleitet und der soge-

nannte Dipoloperator d̂ := ~̂ε · ~̂r eingeführt mit 〈e|d̂|g〉 als Dipolmatrixelement. Für den
Hamiltonoperator Ĥ des Gesamtsystems gilt nun:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ = ~ωe |e〉 〈e|+ ~ωg |g〉 〈g|+H ′eg |e〉 〈g|+H ′ge |g〉 〈e| (2.1.6)

Damit Ĥ hermitesch ist, gilt H ′eg = H ′∗ge. Mit der Darstellung

|e〉 :=

(
1

0

)
, |g〉 :=

(
0

1

)
(2.1.7)
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folgt für den Hamiltonian:

Ĥ =

(
~ωe 0

0 ~ωg

)
+

(
0 ~Ω cos(~k · ~r − ωlt)

~Ω∗ cos(~k · ~r − ωlt) 0

)
(2.1.8)

Bisher wurde das Schrödingerbild verwendet, bei dem sich die Zeitentwicklung des Sys-

tems durch eine Bewegungsgleichung für die Zustände alleine beschreiben lässt. Der

Hamiltonian ist jedoch Zeitabhängig, kann aber in einen zeitunabhängigen Ĥ0,S und

einen zeitabhängigen Teil ĤInt,S zerlegt werden. Zur einfacheren Handhabung kann nun

eine anderes quantenmechanisches Bild verwendet werden. Beim sogenannten Wechsel-

wirkungsbild (WW-Bild) beschreiben sowohl Operatoren, als auch Zustände die Zeit-

entwicklung des Systems mit Hilfe von zwei Bewegungsgleichungen. Damit gelten für

Operatoren, Zustände und die Dichtematrix ρ̂I nach [2, S.835 �.] folgende Gleichungen:

Ĥ0,I = Ĥ0,S (2.1.9)

ĤInt,I = exp

(
i

~
Ĥ0,St

)
ĤInt,S exp

(
− i
~
Ĥ0,St

)
(2.1.10)

i~
d

dt
|ΨI〉 = ĤInt,I |ΨI〉 (2.1.11)

i~
d

dt
ρ̂I =

[
ĤInt,I , ρ̂I

]
(Van-Neumann Gleichung) (2.1.12)

Wähle Ĥ0 als Ĥ0,S und berechne Ĥ ′ im WW-Bild. Index I bezeichnet das Wechselwir-

kungsbild.

Ĥ ′I =

(
eiωet 0

0 eiωgt

)(
0 ~Ω cos(−ωlt)

~Ω∗ cos(−ωlt) 0

) (
e−iωet 0

0 e−iωgt

)

=

(
eiωet 0

0 eiωgt

)(
0 ~Ω cos(−ωlt)e−iωgt

~Ω∗ cos(−ωlt)e−iωet 0

)

=

(
0 ~Ω cos(−ωlt)ei(ωe−ωg)t

~Ω∗ cos(−ωlt)e−i(ωe−ωg)t 0

)

=

(
0 ~Ω cos(−ωlt)eiωegt

~Ω∗ cos(−ωlt)e−iωegt 0

)
(2.1.13)

In Gleichung 2.1.13 wurde die Frequenzdi�erenz ωeg = ωe − ωg der beiden Zustände

eingeführt(siehe Abbildung 1). Es werden nun die beiden nicht-diagonalen Terme von
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Gleichung 2.1.13 genauer betrachtet. Mit der komplexen Darstellung des Cosinus gilt:

cos(−ωlt)eiωegt =
1

2

(
e−iωlt + eiωlt

)
eiωeqt =

1

2

(
e−i(ωl−ωeq)t + ei(ωl+ωeg)t

)
(2.1.14)

Sei δeg = ωl − ωeg das Detuning (die Abweichung) der monochromatischen Lichtquelle

zur Übergangsfrequenz dieses Zweiniveau-Systems.

Nun wird angenommen, dass die Frequenz der Lichtquelle nahe an der des Übergangs

liegt. Das bedeutet für das Detuning also δeg � ωl + ωeg. Die Gleichung 2.1.14 enthält

zwei Schwingungsterme. Der eine schwingt mit dem Detuning und der andere schwingt

im Vergleich sehr schnell. Die Vernachlässigung des schnell schwingenden Anteils wird

Rotating-Wave-Approximation(RWA) gennant [1, S.5 Z.14 �] . Diese besagt also:

cos(−ωlt)eiωegt ≈ 1

2
e−iδegt (2.1.15)

Für Ĥ ′ wird nun die RWA durchgeführt.

Ĥ ′I ≈
~
2

(
0 Ωe−iδegt

Ω?eiδegt 0

)
=

~
2

(
Ωe−iδegt |e〉 〈g|+ Ω∗eiδegt |g〉 〈e|

)
(2.1.16)

Ab nun wird immer im WW-Bild gerechnet und somit der Index I weggelassen.

2.1.2 Rabioszillationen

Als nächstes soll die zeitliche Entwicklung des einfachen Zweiniveau-Systems betrachtet

werden. Der Hamiltonian Gleichung 2.1.16 bestimmt mit der Schrödingergleichung 2.1.11

die Zeitentwicklung der Zustände.

Sei das System in einem allgemeinen Zustand |Ψ〉, so wird dieser Zustand in der Basis

aus Kapitel 2.1.1 mit den Koe�zienten ce(t) und cg(t) dargestellt.

|Ψ〉 = ce(t) |e〉+ cg(t) |g〉 (2.1.17)

Nach Gleichung 2.1.11 und Gleichung 2.1.17 ergeben sich zwei gekoppelte Di�erential-

gleichungen, welche die zeitliche Entwicklung der Koe�zienten von |Ψ〉 beschreiben.

ċe(t) = − i
2

Ωe−iδegtcg(t) (2.1.18)

ċg(t) = − i
2

Ω∗eiδegtce(t) (2.1.19)
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Weiteres di�erenzieren von Gleichung 2.1.18 und Gleichung 2.1.19 entkoppelt die Di�e-

rentialgleichungen.

c̈e(t) + iδeg ċe(t) +
|Ω|2

4
ce(t) = 0 (2.1.20)

c̈g(t)− iδeg ċg(t) +
|Ω|2

4
cg(t) = 0 (2.1.21)

Mit dem Hamiltonian nach Gleichung 2.1.16 ergeben sich die selben Di�erentialgleichun-

gen wie in

[1, S.6 Gl. 1.11a,1.11b]. Es ergeben sich also folgende analytische Lösungen [1, S.6

Gl.1.12a �] für die Koe�zienten mit den Anfangsbedingungen ce(0) = 0 und cg(0) = 1:

ce(t) = −iΩ
Ω̃

sin(
Ω̃

2
t)e−iδegt/2 (2.1.22)

cg(t) =

(
cos(

Ω̃

2
t)− iδeg

Ω̃
sin(

Ω̃

2
t)

)
eiδegt/2 (2.1.23)

Ω̃ =
√

Ω2 + δ2eg (2.1.24)

Die Quadrate der Koe�zienten ergeben die Wahrscheinlichkeit das Atom bei Zeit t

jeweils im Zustand |e〉 oder |g〉 zu �nden. In Abbildung 2 sind die Aufenthaltswahr-

schinlichkeiten der beiden Zustände für unterschiedliche Parameter aufgetragen. Die

Normierungsbedingung |ce(t)|2 + |cg(t)|2 ebenfalls erfüllt.

2.1.3 Die optischen Bloch-Gleichungen des Zwei-Level-Systems

Das vorherige Modell zur Beschreibung des Zwei-Level-Systems ist in der Hinsicht unvoll-

ständig, dass es den Zerfall der angeregten Zustands |e〉 in den Grundzustand |g〉 durch
spontane Emission nicht berücksichtigt. Dieser E�ekt ist nur durch die Quantenelektro-

dynamik zu erklären. Um diesen E�ekt heuristisch aufzunehmen wird vorerst die normale

Zeitentwicklung des Zwei-Level-Systems im Formalismus der Dichtematrix hergeleitet.

Als erstes wird die Dichtematrix eines allgemeinen Zustands nach Gleichung 2.1.17 be-

stimmt:

ρ̂ = |Ψ〉 〈Ψ| =

(
ce(t)c

∗
e(t) ce(t)c

∗
g(t)

c∗e(t)cg(t) cg(t)c
∗
g(t)

)
=:

(
ρee ρeg

ρge ρgg

)
(2.1.25)
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Abbildung 2: Rabioszillationen In diesen Diagrammen werden die analytischen Lö-
sungen der Zeitentwicklung des Zwei-Level-Systems dargestellt. Es werden dabei unter-
schiedliche Rabifrequenzen Ω und Detunings δeg verwendet, welche auf eine Frequenz Γ
normiert sind, welche auch die Zeitskala bestimmt. In der linken Abbildung ist die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit des angeregten Zustands |ce(t)|2 als durchgezogene Linie und
die des Grundzustands |cg(t)|2 als gestrichelte Linie bei jeweiligem Ω und δeg dargestellt.
Die rechte Abbildung stellt |ce(t)|2 für weitere Parameter Ω und δeg dar. Ω hat direkten
Ein�uss auf die Frequenz der Schwingungen. δeg beein�usst die Amplitude und Frequenz
der Schwingung.

Die Diagonalelemente von ρ̂ sind die Wahrscheinlichkeiten, hier auch Populationen ge-

nannt, das System in |e〉 oder |g〉 zu �nden. Da die zeitliche Dynamik des Systems analog
zum letzten Kapitel hergeleitet wird, gilt nun die Gleichung 2.1.12 mit Ĥ ′I(2.1.16), aus

der sich vier gekoppelte Di�erentialgleichungen ergeben.

dρee
dt

=
i

2

(
Ω∗eiδegtρeg − Ωe−iδegtρge

)
dρeg
dt

=
i

2
Ωe−iδegt (ρee − ρgg) (2.1.26)

dρge
dt

=
i

2
Ω∗eiδegt (ρgg − ρee)

dρgg
dt

=
i

2

(
Ωe−iδegtρge − Ω∗eiδegtρeg

)
Nun soll die spontane Emission durch das Hinzufügen phänomenologischer Terme in die

Gleichungen 2.1.26 eingebunden werden. Als das Inverse der Lebensdauer ergibt sich

die Zerfallsrate, welche gleichzeitig die Linienbreite Γ ist. Die Population des angeregten
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Zustands ρee muss also mit einer Rate von Γ in die des Grundzustandes ρgg überführt

werden. Um die Gesamtpopulation zu erhalten muss die Population des Grundzustan-

des mit Γ zunehmen. Betrachtet man nur die Übergangsraten von einem Zustand zum

anderen, so lassen ich folgende Raten-Gleichungen formulieren.

dρee
dt

= −ρeeΓ (2.1.27)

dρgg
dt

= ρeeΓ (2.1.28)

Jetzt muss noch beachtet werden, dass spontane Emission auch Auswirkungen auf die

Kohärenzen (nicht diagonale Terme wie ρeg) der Dichtematrix(2.1.26) hat und diese auch

zerfallen müssen. Beide Kohärenzen zerfallen jeweils mit einer Rate von Γ/2 [1, S.23 Gl.

2.20].
dρeg
dt

= −Γ

2
ρeg (2.1.29)

dρge
dt

= −Γ

2
ρge (2.1.30)

Die Gleichungen 2.1.26 beschreiben die Zeitentwicklung der Populationen ohne spontane

Emission. Um den Ein�uss der Populationsevolution durch spontane Emission einzubin-

den, werden die Ratengleichungen( 2.1.27,2.1.28,2.1.29 und 2.1.30) auf die quantenme-

chanische Zeitentwicklung addiert. So erhält man die sogenannten optischen Blochglei-

chungen.

dρee
dt

=
i

2

(
Ω∗eiδegtρeg − Ωe−iδegtρge

)
− ρeeΓ (2.1.31)

dρeg
dt

=
i

2
Ωe−iδegt (ρee − ρgg)−

Γ

2
ρeg (2.1.32)

dρge
dt

=
i

2
Ω∗eiδegt (ρgg − ρee)−

Γ

2
ρge (2.1.33)

dρgg
dt

=
i

2

(
Ωe−iδegtρge − Ω∗eiδegtρeg

)
+ ρeeΓ (2.1.34)

Die optischen Blochgleichungen können also auch über den hier verwendeten Ansatz mit

dem Hamiltonian Ĥ ′(2.1.16) und der Van-Neumann-Gleichung(2.1.12) äquivalent zu [1]

hergeleitet werden. Die optischen Bloch Gleichungen können auch in einer Matrixform

dargestellt werden.

dρ̂

dt
= − i

2

[(
0 Ωe−iδegt

Ω?eiδegt 0

)
, ρ̂

]
+ Γ

(
−ρee −1

2
ρeg

−1
2
ρge ρee

)
(2.1.35)
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|gng〉

|g1〉

Eg,ng

Eg,1

|ene〉

|e1〉

Ee,ne

Ee,1

ωei,gj
Ωei,gj

Γei,gj

Abbildung 3: Darstellung eines Mehrniveau-Systems mit ne angeregten Zu-
ständen und ng Grundzuständen. Die oberen Linien sind die angeregten Zustände
|e1〉 , · · · , |ene〉 und besitzen die Energieeigenwerte Ee,1, · · · , Ee,ne . Das Selbe gilt für die
unteren Linien als Grundzustände. Zerfälle und Übergänge innerhalb der oberen und un-
teren Zustände werden hier nicht betrachtet. Der von einem Laser getriebene Übergang
z.B. zwischen den Zuständen |ei〉 und |gj〉 mit Übergangsfrequenz ωei,gj , Rabifrequenz
Ωei,gj und Detuning δei,gj besitzt die Linienbreite Γei,gj .

2.2 Erweiterung auf Mehrniveau-Systeme

Ziel dieses Kapitels ist es nun analog zu den optischen Bloch-Gleichungen einen For-

malismus zu entwickeln, mit dem sich die Zeitentwicklung eines mit Laserlicht wechsel-

wirkenden Mehrniveau-Systems berechnen lässt und weitere Gröÿen wie die Streurate

ermitteln lassen.

Nun soll auf ein System erweitert werden, welches aus ne angeregten Zuständen |ei〉 mit
den Energien Eei und ng Grundzuständen |ej〉 mit Energieeigenwerten Egj besteht. Sei
nun die Gesamtzahl an ZuständenN = ne+ng und die Menge B =

{
|e1〉 · · · |ene〉 , |g1〉 · · · |gng〉

}
die Basis des N dimensionalen Hilbertraums. Jeder Zustand |n〉 ∈ B besitzt die Energie

En = ~ωn.

Nach Abbildung 3 wird hier angenommen, dass nur Übergänge zwischen den oberen Zu-

ständen zu den unteren (Grundzuständen) möglich sind. Zu jeder Paarung von oberen

|ei〉 und unteren |gj〉 Zuständen existiert eine Linienbreite Γi,j, die die Rate beschreibt,

mit der die Population von dem jeweiligen angeregten Zustand in den Grundzustand
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überführt wird. Bei Bestrahlung mit einer monochromatischen Lichtquelle wird jeder

mögliche Übergang nach dem Zweiniveau-System mit Resonanzfrequenz ωi,j, Rabifre-

quenz Ωi,j und Detuning δi,j gekoppelt, da diese von dem jeweiligen Zustandspaar abhän-

gen. Im Schrödingerbild wird der Hamiltonoperator Ĥ wieder in einen zeitunabhängigen

Ĥ0 und zeitabhängigen Teil Ĥ ′ aufgespalten. Ĥ0 beschreibt analog zur Gleichung 2.1.1

das unbestrahlte System mit seinen Energieeigenwerten.

Ĥ0 =
N∑
i=1

~ωi |i〉 〈i| , |i〉 ∈ B (2.2.1)

Ĥ ′ beschreibt analog zu Gleichung 2.1.4 die Kopplung aller möglichen Zustandspaare.

Für diesen Teil des Hamiltonians gilt dann Folgendes:

Ĥ ′ =
ne∑
i=1

N∑
j=ne+1

~ cos(−ωlt)
(
Ωij |i〉 〈j|+ Ω∗ij |j〉 〈i|

)
(2.2.2)

Durch die Indexierung der Summen wird direkt berücksichtigt, dass nur Kopplungen

nach Abbildung 3 möglich sind. Um wieder die RWA verwenden zu können wird der

Wechselwirkungsteil (2.2.2) wieder in das Wechselwirkungsbild überführt.

Ĥ ′ =
N∑
n=1

eiωnt |n〉 〈n|
ne∑
i=1

N∑
j=ne+1

~ cos(−ωlt)
(
Ωij |i〉 〈j|+ Ω∗ij |j〉 〈i|

) N∑
m=1

e−iωmt |m〉 〈m|

=
N∑

n,m=1

ne∑
i=1

N∑
j=ne+1

ei(ωn−ωm)t~ cos(−ωlt)
[
Ωij |n〉 〈n|i〉 〈j|m〉 〈m|+ Ω∗ij |n〉 〈n|j〉 〈i|m〉 〈m|

]
=

N∑
n,m=1

ne∑
i=1

N∑
j=ne+1

ei(ωn−ωm)t~ cos(−ωlt)
[
Ωijδniδjm |n〉 〈m|+ Ω∗ijδnjδim |n〉 〈m|

]
=

ne∑
i=1

N∑
j=ne+1

~ cos(−ωlt)
[
Ωije

iωijt |i〉 〈j|+ Ω∗ije
−iωijt |j〉 〈i|

]
≈

ne∑
i=1

N∑
j=ne+1

~
2

[
Ωije

−iδijt |i〉 〈j|+ Ω∗ije
iδijt |j〉 〈i|

]
(2.2.3)

Analog zu den optischen Blochgleichungen (2.1.35) wird die Zeitentwicklung in den quan-

tenmechanischen (Kommutator) und den phänomenologischen (Lphen(ρ̂)) Teil zerlegt.
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Der phänomenologische Teil soll die Zerfälle innerhalb der Levelstruktur einbinden.

dρ̂

dt
= − i

~

[
Ĥ ′, ρ̂

]
+ Lphen(ρ̂) (2.2.4)

Die Tatsache, dass es sich hier um Mehrniveau-Systeme handelt verkompliziert den

Sachverhalt wesentlich, da die Anzahl Matrixelemente quadratisch mit der Dimensi-

on zunimmt und alle Zerfälle innerhalb des Termschemas berücksichtigt werden müssen.

Allgemein wird folgende Darstellung von Lphen(ρ̂) gewählt und motiviert.

Lphen(ρ̂) = D[ĉ]ρ̂ (2.2.5)

D[ĉ]ρ̂ = ĉρ̂ĉ† − 1

2

(
ĉ†ĉρ̂+ ρ̂ĉ†ĉ

)
(2.2.6)

Die Darstellung nach Gleichung 2.2.6 soll nun für das Zweiniveau-System motiviert wer-

den. Verwendet man für den sogenannten Kollapsoperator ĉ

ĉ = |g〉 〈e|
√

Γ (2.2.7)

resultieren nach dem Einsetzen in Gleichung 2.2.5 die Zerfallsterme als hinterer Matrix-

term in Gleichung 2.1.35 . Die Gleichung 2.2.4 mit Gleichung 2.2.5 wird auch Lindblad-

Mastergleichung genannt. Um zum n-Niveau-System zurückzukommen, so wird nach

Abbildung 3 für jeden möglichen Übergang zweier Zustandspaare |ei〉 und |gj〉 jeweils
ein Kollapsoperator ĉ|ei〉→|gj〉 eingeführt. Jeder Zerfall besitzt hierbei seine eigene Rate

Γ|ei〉→|gj〉.

ĉ|ei〉→|gj〉 = |gj〉 〈ei|
√

Γ|ei〉→|gj〉 (2.2.8)

Um die Lindblad-Master-Gleichung auf mehrere Zerfälle zu erweitern kann auf zwei

verschiedene Arten über diese summiert werden. Wenn r die Anzahl an Zerfällen ist, so

lassen sich zwei Master-Gleichungen formulieren. Es wird Lphen(ρ̂) für jeden Zerfall mit

Kollapsoperator ĉi berechnet und diese werden dann aufsummiert.

dρ̂

dt
= − i

~

[
Ĥ ′, ρ̂

]
+

r∑
i=1

D[ĉi]ρ̂ (2.2.9)
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Die andere Möglichkeit ist erst über die Zerfälle mit Operatoren ĉi zu summieren und

dann Lphen(ρ̂) zu berechnen.

dρ̂

dt
= − i

~

[
Ĥ ′, ρ̂

]
+D[

r∑
i=1

ĉi]ρ̂ (2.2.10)

Ob einer der beiden Gleichungen angewendet wird hängt vom physikalischen Sachverhalt

ab [3, S.292 Z.5 �.]. Sind die emittierten Photonen der Zerfälle ununterscheidbar, so

werden erst die Kollapsoperatoren dieser Zerfälle aufsummiert nach Gleichung 2.2.10.

Sind die Zerfälle unterscheidbar, so wird Gleichung 2.2.9 angewendet. Um Aussagen

über die Interaktion der Mehrniveau-Systeme mit Laserlicht vorrauszusagen, wird der

Zusammenhang nach [3, S.365 Gl.7.443] verwendet. Dieser besagt auch schon für das

Zweiniveau-System [1, S.25 Gl.2.26], dass die Streurate eines Atoms linear proportional

zu der Gesamtpopulation in den angeregten Zuständen Pe zur Zeit t ist.

Rsc(t) ∝ Pe(t) (2.2.11)

Um die Anzahl an gestreuten Photonen Nsc zu erhalten, die das Mehrniveau-System,

wie z.B. ein Atom, im Zeitintervall [t1, t2] gestreut hat muss die Streurate Rsc über dieses

Intervall integriert werden.

Nsc =

∫ t2

t1

Rsc(t)dt (2.2.12)

2.3 Das Kalium-Atom als Mehrniveau-System

2.3.1 Hyperfeinstruktur des Kalium-Atoms

Im Folgenden wird auf die Beschreibung der Energiezustände des Kaliums näher einge-

gangen um den vorangegangenen Formalismus, der Mehrniveau-Systeme beschreibt, auf

das Kalium anwenden zu können. In dem Kontext dieser Bachelorarbeit wird von nun an

das Isotop Kalium-39 betrachtet. Kalium besitzt nur ein Valenzelektron und da Kalium

ein hinreichend leichtes Element ist kann hier die LS-Kopplung [4, S.195 �.] angewendet

werden. Der Spin ~̂S des Elektrons wird mit dessen Bahndrehimpuls ~̂L zu einem neuen

Drehimpuls ~̂J gekoppelt. Die Eigenschaften und die Addition von unterschiedlichen Dre-

himpulsen nach der Drehimpulsalgebra der Quantenmechanik werden nach [2, S.908 �.]

angewendet. Dieser Gesamtdrehimpulsoperator aus Bahndrehimpuls und Spin besitzt

die Quantenzahlen j und mj. Die Energieaufspaltung für unterschiedliche j bei gleichem

l wird Feinstruktur genannt. Nun soll noch der Kernspin ~̂I berücksichtigt werden, indem

16



er mit ~̂J gekoppelt wird.

~̂F = ~̂I + ~̂J , F ∈ {|j − I|, · · · , |j + I|} , mF ∈ {−F, · · · , F} (2.3.1)

Dieser Gesamtdrehimpuls besitzt die Quantenzahlen F und mF (magnetische Quanten-

zahl) und der Kernspin I und mI . Die Energieaufspaltung der Zustände mit gleichem

j, aber unterschiedlichem I wird Hyperfeinstruktur genannt und diese liegt bei Kalium-

Atomen im MHz-Bereich. Der Zustand des Systems wird von nun an mit den Quan-

tenzahlen I,S,L,j,F und mf spezi�ziert. Der Spin eines einzelnen Elektrons ist immer

S = 1
2
. Der Kernspin von Kalium-39 ist auch nach [1, S.274 Tab.C.1.] gegeben mit I = 3

2
.

Im folgenden wird die Nomenklatur für Atomzustände mit 2S+1Lj verwendet.

Nun wird die D2-Linie des Kalium-39-Spektrums betrachtet. Bei dieser handelt es sich

um Übergänge zwischen den Zuständen 2P3/2 und 2S1/2. Für 2S1/2 gibt es nach Glei-

chung 2.3.1 die Hyperfeinzustände F=1 und F=2 und für 2P3/2 gilt analog F ′ ∈ {0, 1, 2, 3}.
Jeder der sechs Hyperfeinzustände in Abb. 4 besitzt noch Subzustände mit unterschied-

lichen Quantenzahlen mF . Die energetische Entartung dieser Zustände kann mit einem

Magnetfeld durch den Zeemane�ekt aufgehoben werden.

2S1/2

2P3/2

F=1(-288,6)

F=2(173,1)

F'=0(-19,4)
F'=1(-16,1)

F'=2(-6,7)

F'=3(16,4)

D
2-
L
in
ie
m
it

76
6,

70
1n
m

Γ
=

6.
03

5M
H
z

Abbildung 4: Hyperfeinstruktur von Kalium-39 für den D2-Übergang (2S1/2 →2

P3/2). Aus den Regeln zur Drehimpulsaddition ergeben sich vier angeregte Hyperfein-
niveaus und zwei Grundzustände. Die Hyperfeinquantenzahlen sind rechts neben den
Zuständen angegeben. Des weiteren sind die Abweichungen der Frequenzen der Hyper-
feinniveaus zu der Frequenz des Schwerpunkts (gestrichelte Linie) in MHz angegeben.
Die Angaben der Abbildung wurden [3, S.7] entnommen.
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2.3.2 Das Dipolmatrixelement

Um die Master-Gleichung 2.2.4 anzuwenden werden für die Berechnung der Rabifrequen-

zen die Matrixelemente nach Gleichung 2.1.5 benötigt. Die Zustände des Kaliumatoms

werden von nun an in der Ket-Notation |LjFmF 〉 angegeben. I und S sind bei einem

bestimmten Alkaliatom, wie Kalium, fest. Wird das Modell betrachtet, welches in Ab-

schnitt 2.2 vorgestellt wurde, so handelt es sich für die Zustände mit j = 1
2
um die

Grundzustände |gi〉 und für j = 3
2
um die angeregten Niveaus. Alle Hyperfeinzustände

der D2-Linie seien nun nach 2.2 die Basis B. Für die Rabifrequenz eines getriebenen

Übergangs von |i〉 = |L′j′F ′m′F 〉 zu |j〉 = |LjFmF 〉 gilt nach Gleichung 2.1.5:

Ωij = −eE0

~
〈L′j′F ′m′F |~̂ε · ~̂r|LjFmF 〉 (2.3.2)

L und j werden der Einfachheit halber von nun an weggelassen. Der Polarisationsopera-

tor ~̂ε hängt von der Polarisation der einfallenden Strahlung ab. ~̂ε wird nach [1, S.50] durch

drei verschiedene sphärische Einheitsvektoroperatoren dargestellt, wobei diese die drei

Polarisationen σ+, σ− und π repräsentieren, in die die Polarisation zerlegt wird. Die drei

Polarisationen können durch eine Zahl q ∈ {−1, 0, 1} gekennzeichnet werden. Es wird
nun ε̂ und r̂ zum Dipoloperator d̂q zusammengefasst und die Polarisation des Lichtes ist

durch q gekennzeichnet. Es ist also notwendig die Matrixelemente des Dipoloperators für

verschiedene Drehimpulszustände in der Hyperfeinstruktur zu berechnen. Für das Dipol-

matrixelement gilt im Bezug zu Hyperfeinzuständen folgende Herleitung: Die Zustände

des Matrixelementes sind zu erst in F -Basis gegeben. Bei d̂q handelt es sich um einen

Tensoroperator ersten Rangs [3, S.333 Z.13]. Deshalb kann das Wigner-Eckard-Theorem

[3, S.333 Gl.7.241] für allgemeine Drehimpulse verwendet werden.

〈F ′m′F |~̂ε · ~̂r|FmF 〉 = 〈F ′||d̂q||F 〉 〈F ′m′F |FmF ; 1 q〉 (2.3.3)

Da Dipolübergänge nur das Elektron betre�en, wird hier angenommen, dass d̂q nicht auf

den Kernspin I wirkt und damit die Gleichung [3, S.334 Gl.7.252] angewendet werden

kann, welche das reduzierte Matrixelement 〈F ′||d̂q||F 〉 in die (J, I)-Basis überführt und

damit den Kernspin entkoppelt. Man erhält die folgende Gleichung, wobei es sich bei
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den geschweiften Klammern um Wigner-6j-Symbole [3, S.309 Gl.7.78] handelt.

〈F ′||d̂q||F 〉 = 〈j′||d̂q||j〉 (−1)F+j′+1+I
√

(2F + 1)(2j′ + 1)

{
j′ j 1

F F ′ I

}
(2.3.4)

Aus den oberen beiden Gleichungen folgt also:

〈F ′m′F |d̂q|FmF 〉 = 〈j′||d̂q||j〉 (−1)F+j′+1+I
√

(2F + 1)(2j′ + 1)

〈F ′m′F |FmF ; 1 q〉

{
j′ j 1

F F ′ I

}
(2.3.5)

Bei 〈j′||d̂q||j〉 handelt es sich um das reduzierte Dipolmatrixelement des D2-Übergangs.

Aus Gleichung 2.3.5 folgen auch die Auswahlregeln für die Hyperfeinübergänge, die an-

geregt werden können:

∆F = 0,±1

∆mF = 0,±1 (2.3.6)

2.3.3 Spontane Emission der Hyperfeinzustände

Für ein weiteres Vorgehen wird eine adequate Beschreibung der spontanen Emission für

die Hyperfeinniveaus des Kaliumatoms benötigt. Die Rate ΓF ′m′
F ,FmF

mit der ein ange-

regter Zustand |F ′m′F 〉 in |FmF 〉 zerfällt ist durch den Sachverhalt [5, Gl. 11] gegeben.

Diese Rate hängt von der Linienbreite Γj;j′ und dem Quadrat des Drehimpulsanteils des

Dipolmatrixelementes in (J, I)-Basis ab, da Γj;j′ für den Feinstrukturübergang gegeben

ist. Beim Drehimpulsanteil handelt es sich um alle Faktoren in Gleichung 2.3.5, mit

Ausnahme des reduzierten Matrixelements, da diese Information in Γj;j′ enthalten ist.

ΓF ′m′
F ;FmF

= Γj;j′A
2
F ′m′

F ;FmF
(2.3.7)

= Γj;j′(2F + 1)(2j′ + 1)| 〈F ′m′F |FmF ; 1 q〉 |2
{
j′ j 1

F F ′ I

}2

Diese Gleichung bestätigt die Auswahlregeln 2.3.6 für Hyperfeinübergänge. In der Abbil-

dung 5 sind Beispiele für erlaubte Übergänge in das Termschema des Kaliums mit dem

Quadrat des Drehimpulsanteils dargestellt. Analog zum Zweilevelsystem [1, S. 25] ist der

Proportioanlitätsfaktor für Gleichung 2.2.11 die Linienbreite Γj;j′ [3, S. 365 Gl.7.443].
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Abbildung 5: Termschema des Kaliums Hyperfeinstruktur für die Zustände 2S1/2

und 2P3/2 mit allen betrachteten Zuständen mit Beispielen für erlaubte Zerfälle mit
A2
F ′m′

F ;FmF
als Winkelmatrixelementquadrat in der gleichen Farbe und links von dem

Übergang. Diese Werte stimmen mit den Koe�zientenverhältnissen in den Gra�ken von
[1, S.285] überein

2.4 Der Versuchsaufbau

Um die bisherigen theoretischen Betrachtungen mit einem Experiment zu vergleichen

wurde die Absorption einer Wolke aus Kaliumatomen bestimmt. Um dies zu realisieren

wurde der Versuchsaufbau nach Abbildung 6 verwendet. In diesem Aufbau wird eine ma-

gnetooptische Fallen(MOT)[1, S.156 Kap.11.4] verwendet auf deren Funktion hier nicht

näher eingegangen werden soll.

Eine 2-D MOT(nur vier statt sechs Laser) erzeugt einen Atomstrahl, mit dem eine MOT

geladen wird. Von der MOT werden über den Prozess der grauen Molasse [1, S.87 Kap.7]

die Atome in eine sogenannte Dipolfalle (Atomwolke in Abbildung 6) überführt[1, S.150

Kap.11.2]. Die Dipolfalle wird heruntergefahren und deshalb �ndet der Prozess der Ver-

dampfungskühlung in der Atomwolke statt. Danach be�ndet sich eine ultra-kalte Atom-

wolke an besagter Position in der Dipolfalle. Die Atomwolke wird dann Laserlicht nach

Abbildung 6 ausgesetzt. Die Wolke wird dann mit Hilfe eines Linsensystems auf den

CCD-Chip einer Kamera abgebildet. Der CCD-Chip der Kamera ist monochromatisch

und nimmt also die Intensität in Form der Anzahl der detektierten Photonen pro Pixel

auf. Die Quantene�zienz des Aufbaus beträgt ηgesamt = 0, 75. In dieser ist sowohl die

Quantene�zienz der Kamera einbezogen, als auch die einzelnen optischen Transmissi-

onswerte für die Glaszelle und unter anderem auch das Linsensystem der Kamera. Die

Atomwolke ist in Abbildung 6 hier überproportional groÿ dargestellt, da sich diese tat-

sächlich komplett im Laserfeld be�ndet.
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Abbildung 6: Abbildung der Atomwolke. Hier ist der vereinfachte Versuchsaufbau
dargestellt mit dem die Atomwolke abgebildet wird. Mit einer 2D-MOT wird ein Atom-
strahl erzeugt der eine 3D-MOT in einer Glaszelle füllt. Die Atome werden aus dieser
MOT über Kühlprozesse in eine Dipolfalle gebracht und diese dann heruntergefahren.
Das Laserlicht, welches mit der Atomwolke wechselwirken soll, wird aus einer Glasfaser
ausgekoppelt und tri�t über einen Spiegel auf die Atomwolke. Das Laserlicht wird dann
mit einer Kamera inklusive Objektiv abgebildet und die Daten in Form von Bildern
gespeichert.

Regt man nur einen Hypfereinübergang in dem Termschema nach Abbildung 4 an, so

zerfällt das Elektron mit einer bestimmten Rate nicht in den selben, sondern den ande-

ren Grundzustand. Aufgrund der Levelaufspaltung der Grundzustände kann der Laser

es nicht mehr resonant anregen. Um also dauerhaft Populationen in den angeregten Ni-

veaus von Abbildung 5 vorliegen zu haben, wird ein zweiter Laser eingestrahlt, welcher

aus dem anderen Grundzustand anregt. Bei dem ersten Laser handelt es sich um den

Cooler, welcher alle Übergange von F = 2 zu F ′ = 3 treibt. Um die Bildung eines

Darkstates mit F = 1 zu verhindern wird ein zweiter Laser, der Repumper resonant auf

F = 1 zu F ′ = 2 auf die Wolke nach Abbildung 6 eingestrahlt. Die beiden Laser werden

mit Hilfe von Aufbau 7 erzeugt. Ein zentrales Element dieses Aufbaus ist der akusto-

optische Modulator (AOM), welcher die Frequenz von Laserlicht in einem bestimmten
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Abbildung 7: Versuchsaufbau zur Erzeugung des Coolers und des Repum-

pers Ein Laser wird durch 1 ausgekoppelt und tri�t auf zwei λ/2-Plättchen(2,16) und
hinter diesen be�ndet sich jeweils ein polarisierender Strahlteiler. Über die Ausrichtung
von 2 und 16 kann als der Intensitätsanteil des Lasers gewählt werden, der in die beiden
Pfade gelenkt wird. Betrachtet man den linken Pfad so wirken die Linsen 13 und 11
als Teleskop. Der akustooptische Modulator wird durch 3 zwei Mal passiert, was die
Frequenz dieses rücklau�gen Strahls verändert und durch das zweifache Passieren des
λ/4-Plättchens(7) kann der Lichtstrahl 15 ungehindert passieren. Der Aufbau ist hier
vereinfacht, da durch Blenden die gewünschte frequenzverschobene Beugungsordnung
selektieren. Der rechte Pfad funktioniert analog und beide Pfade verschieben die Fre-
quenz ihres Lichtstrahls auf einen der beiden betrachteten Hyperfeinübergänge. Beide
Strahlen werden gemeinsam in eine Glasfaser (24) eingekoppelt. Der Shutter blockiert
diese wahlweise.

Wellenlängenbereich in einem Bereich von einigen MHz verschieben kann. Die beiden

AOMs in Abbildung 7 sind auf unterschiedliche Frequenzen eingestellt, um zwei Strah-

len zu erzeugen die jeweils den Repumper und den Cooler darstellen und die Frequenz

des Laserlichts eines eingehenden Lasers (1 in Abbildung 7) auf die jeweiligen resonanten

Übergänge verschieben. Bei werden in eine Glasfaser eingekoppelt (24 in Abbildung 7).

Diese beiden Laser wechselwirken dann mit der Atomwolke.
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3 Numerische Simulation

Nun sollen die theoretischen Grundlagen dazu verwendet werden um die Zeitwicklung

von Mehrniveau-Systemen zu berechnen und Tests an bekannten Systemen durchzu-

führen. Zum Aufbau der Simulation wird die Programmiersprache Python verwendet.

Zusätzlich werden die Module wie QuTip[6] eingebunden. Das Modul QuTip ermöglicht

eine numerische Lösung der Lindblad-Master-Gleichung 2.2.4 und stellt Operatoren und

Zustände im Cn dar. Der Aufbau der Simulation wird ab hier nun erörtert.

3.1 Implementierung des zeitabhängigen Hamiltonoperators

Mit dem Befehl basis(dimension, index) wird ein Repräsentant des Zustands |eindex〉 =

(0 · · · 0 1 0 · · · 0)T der kanonischen Basis mit der 1 bei index erzeugt. Mit der Member-

funktion .dag() wird, angewendet auf ein Ket, ein Bra erzeugt oder komplex konjugiert.

Mit dem *-Operator als Anwendungsoperator kann auf folgende Weise eine Darstellung

eines Operators im Cn erzeugt werden.

1 e = ba s i s ( 2 , 0 )

2 g = ba s i s ( 2 , 1 )

3 operator = e∗g . dag ( )

Listing 1: Erzeugung eines Projektors

In der quantenmechanischen Notation ist dies äquivalent zu:

|e〉 =

(
1

0

)
, |g〉 =

(
0

1

)
, P̂ = |e〉 〈g| =

(
0 1

0 0

)
(3.1.1)

Im Folgenden wird die Funktion erläutert, die den Hamilton-Operator erzeugt.

1 de f coe f f i c i en t_and_funct i on (H, number , dimension , i , j ) :

2 e_i = ba s i s ( dimension , i )

3 g_j = ba s i s ( dimension , j )

4 Hij = e_i∗g_j . dag ( )

5 i d e = s t r (number)+"_"+s t r ( i )+"_"+s t r ( j )

6 de f f ( t , a rgs ) :

7 omega_ij , d e l t a_ i j = args [ "Omega"+ide ] , a rgs [ " Delta"+ide ]

8 re turn omega_ij ∗0 .5∗np . exp(−1 j ∗ de l t a_ i j ∗ t )
9 de f f_conj ( t , a rgs ) :

10 omega_ij , d e l t a_ i j = args [ "Omega"+ide ] , a rgs [ " Delta"+ide ]

11 re turn omega_ij ∗0 .5∗np . exp (1 j ∗ de l t a_ i j ∗ t )
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12 pa i r1 = [ Hij , f ]

13 pa i r2 = [ Hi j . dag ( ) , f_conj ]

14 H. append ( pa i r1 )

15 H. append ( pa i r2 )

Listing 2: Zeitabhängiger Hamiltonian

Das Argument H ist der Hamilton-Operator der Dimension dimension mit der Identi�-

kation number, der nun um einen Eintrag erweitert wird, welcher die Zustände |i〉 und
|j〉 mit Rabifrequenz und Detuning nach Gleichung 2.2.3 aneinander koppelt.

Ĥvorher → Ĥneu = Ĥvorher +
Ωij

2
e−iδijt |i〉 〈j|+

Ω∗ij
2
eiδijt |j〉 〈i| (3.1.2)

Die De�nition eines zeitabhängigen Hamiltonians in QuTip ist in [6, S.56 �] erläutert.

Der Hamilton-Operator kann so durch wiederholte Anwendung der Funktion aufgebaut

werden. Die Rabi-Frequenzen und Detunings be�nden sich in einem Dictionary (Liste auf

die zugegri�en werden kann) auf das der Solver (Die Funktion, die die Mastergleichung

löst) über f und f_conj zugreift.

3.2 Implementation von Test-Systemen

Die Zeitentwicklung der Systeme wird mit mesolve bestimmt. Diese löst die Lindblad-

Mastergleichung 2.2.4 für gegebenen Hamitonian und Zeiten bei gegebenen Anfangs-

bedingungen. Übergänge werden als Kollapsoperatoren übergeben. Im Folgenden soll

der Vergleich mehrerer Testbeispiele mit der Literatur, die korrekte Lösung mit Glei-

chung 3.1.2 und den Lindblad-TermenGleichung 2.2.8 unter Beweis stellen.

3.2.1 Numerische Simulation von Rabi-Oszillationen

Als erstes soll das Zweiniveau-System ohne spontane Emission simuliert werden.

1 H=[]

2 ground_state = ba s i s ( 2 , 1 )

3 t imes = np . l i n s p a c e (0 ,10 ,1000)

4 coe f f i c i en t_and_funct i on (H, 0 , 2 , 0 , 1 )

5

6 d i c t i o = {"Omega0_0_1":1 ,"Delta0_0_1 ":1 }

7 r e s u l t = mesolve (H, ground_state , times , args=d i c t i o )

Listing 3: Lösung des Zwei-Level-Systems ohne Zerfall

24



Der Hamiltonian wird mit der in 3.1 erläuterten Funktion erstellt und das Dictionary

dictio enthält die Rabifrequenz und das Detuning als Vielfache einer Normierungsfre-

quenz Γ. Die Funktion mesolve löst dann das System numerisch für die Zeiten in dem

Array times und bekommt die Anfangsbedingungen (Zustand oder Dichtematrix) gege-

ben. Da keine spontane Emission vorliegt werden keine Kollapsoperatoren übergeben.

Im folgenden wird die Lösung auch mit den analytischen Lösungen nach Gleichungen

2.1.22, 2.1.23 und 2.1.24 verglichen, wobei für beide die selben Anfangsbedingungen ge-

wählt wurden (komplette Population im Grundzustand).

Die analytischen Lösungen stimmen mit den numerischen des Skripts im Bereich von

10−5 überein, was als vernachlässigbarer Fehler im betrachteten Zeitraum angesehen

wird. Der numerische Fehler der Simulation nimmt jedoch auch mit der Zeit zu, da sich

die Ungenauigkeiten des Solvers mit der Zeit möglicherweise aufaddieren. Alles in al-

lem verhält sich die Simulation hier also wie im Rahmen der analytischen Lösungen in

Gleichung 2.1.22 f. .

Abbildung 8: Numerische Simulation der Rabioszillationen Hier wird das
Zweiniveau-System ohne spontane Emission mit der QuTip Funktion mesolve zeitlich
entwickelt. Die Rabifrequenzen Ω und Detunings δ sind auf eine Frequenz Γ normiert,
was auch die Zeitskala mit Γ skaliert. In der linken Abbildung sind Rabioszillationen zu
sehen. Die Grundzustandspopulation ist durch gestrichelte Linien hervorgehoben und die
des angeregten Zustands durch durchgezogene Graphen der selben Farbe. Die Amplitu-
de und Frequenz der Schwingung nimmt mit steigendem Detuning ab. In der rechten
Abbildung ist die Abweichung von den analytischen Lösungen des einfachen Zweiniveau-
Systems dargestellt und die Normierungsbedingung ist trotz Abweichung erfüllt. Die
Fehler oszillieren und nehmen aufgrund der Zeit durch aufaddieren der Integrationsfeh-
ler zu.
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3.2.2 Simulation des Zweiniveau-Systems mit spontaner Emission

Nun soll die spontane Emission in das Zweiniveau-System eingebunden werden, in dem

dem Solver mesolve() als viertes Argument der Operator ĉ nach Gleichung 2.2.8 überge-

ben wird. Im Allgemeinen besteht das vierte Argument optional aus einer Liste besagter

Operatoren ĉi für die jeweils nach Gleichung 2.2.8 berechnet werden und nach Glei-

chung 2.2.9 werden diese Terme dann aufaddiert. Im Folgenden wird der mit ĉ erweiterte

Code gegeben. Alles andere verbleibt wie in 3.2.1.

1 d i c t i ona ry={"Omega0_0_1":1 ,"Delta0_0_1 ":0 }

2 Gamma = 1

3 c = np . sq r t (Gamma)∗ ba s i s (2 , 1 )∗ ba s i s ( 2 , 0 ) . dag ( )
4 r e s u l t = mesolve (H, ground_state , times , [ c ] , a rgs = d i c t i ona ry )

Listing 4: Zweiniveau-System mit Zerfall

Die Zeitentwicklung dieses Systems ist in Abbildung 9 für unterschiedliche Parameter

dargestellt. Multipliziert man, wie bei den Fällen 3 und 4 in Abbildung 9, den Zerfalls-

term (auch Relaxationsterm) 2.2.8 mit Null, um diesen auszuhebeln, so ergibt sich wie

erwartet eine Rabioszillation nach Abbildung 8. Für alle Fälle mit Zerfällen strebt das

System nach einer bestimmten Zeit gegen ein Gleichgewicht, bei dem sich die Popula-

tionen nicht mehr ändern. Diese Gleichgewichtspopulation ist die stationäre Lösung des

Systems. Bei höherer Rabifrequenz strebt die stationäre Lösung beider Zustände gegen

1/2, die Population des angeregten Zustandes be�ndet sich als ab einer bestimmten Ra-

bifrequenz nach [1, S.25 2.25] gegeben in Sättigung. Des weiteren erhöht sich die Anzahl

der Oszillationen wie bei den Fällen 7 und 8, bevor das System gegen die Gleichge-

wichtspopulationen strebt. Der Graph 5 in Abbildung 9 stimmt augenscheinlich mit den

numerischen Lösungen der optischen Bloch-Gleichungen in [1, S.24 Abb.2.1] überein.

Wird das Detuning erhöht, so verringert sich die Kopplung beider Niveaus, was in einer

kleineren Endwahrscheinlichkeit des angeregten Zustandes resultiert.
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Abbildung 9: Zweiniveau-System mit spontaner Emission Hier ist die Zeitent-
wicklung der Populationen des Zweiniveausystems dargestellt. Der angeregte Zustand
zerfällt mit Rate Γ und die Rabifrequenzen Ω und Detunings δ sind auf Γ normiert. Die
Zeitskala ist somit auch in Einheiten von Γt. Die Grundzustandspopulation ist durch
gestrichelte Linien hervorgehoben und die des angeregten Zustands durch durchgezo-
gene Graphen der selben Farbe. Die Populationen schwingen sich für lange Zeiten auf
einen statischen Wert ein, der sich nicht mehr ändert. Bei stärkeren Ω sind die Oszil-
lationen stärker ausgeprägt und gröÿeres δ vergröÿert die Dämpfung der Schwingung.
Ohne Kollapsoperator ergeben sich in 3 und 4 ungedämpfte Rabioszillationen.

3.2.3 Das Dreiniveau-System

Die Vorgehensweise für den bisherigen Codes zum Lösen der Lindblad-Mastergleichung

wurde für das Zweiniveau-System bestätigt und nun soll diese auf ein einfaches Mehrniveau-

System angewendet werden um die Anwendbarkeit auf gröÿere Systeme unter Beweis zu

stellen.

Der Übergang zwischen den Grundzuständen kann wie bei Abbildung 3 nicht angeregt

werden. Seien die beiden Zerfälle unterscheidbar, so gilt für die Dichtematrix nach Glei-

chung 2.2.9 die folgende Mastergleichung.

dρ̂

dt
= − i

~

[
Ĥ ′, ρ̂

]
+D[ĉ|e〉→|g1〉]ρ̂+D[ĉ|e〉→|g2〉]ρ̂ (3.2.1)
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Es gilt Gleichung 2.2.8 für die Operatoren ĉ mit ihrer jeweiligen Übergangsrate Γi. Das

vierte Argument von mesolve bekommt die beiden Kollapsoperatoren übergeben und alle

Frequenzen sind auf einen der beiden Zerfälle normiert. Als Anfangsbedingung be�ndet

sich das System in |g1〉.

In Abbildung 11 oben ist die Zeitentwicklung bei gegebenen Parametern dargestellt

und es ist sofort ersichtlich, dass die Population von |g1〉 zerfällt und |g2〉 ansteigt. Die
Population des angeregten Zustands steigt erst, um die Populationen zwischen |g1〉 und
|g2〉 zu transferieren. Danach strebt diese für groÿe Zeiten gegen einen stationären Wert

von Null. Da die Streurate direkt proportional zu ρee ist, so streut das Drei-Level-System

dann keine Photonen und ist damit transparent. Die beiden Grundzustände stabilisieren

sich bei 1/2, was ähnlich zu einem stark getriebenen Zweiniveau-System ist (Abbildung

9). Wird ρee im unteren Abbildungsteil gegenüber variablem Detuning betrachtet (Daten

siehe Bildunterschrift), so ergibt sich ein typisches Lorentzpro�l einer Absorptionslinie,

jedoch be�ndet sich beim Resonanzfall ein Dip, bei dem Pe = ρee gegen Null geht. Die

Probe wird im Resonanzfall also hier wieder transparent. Die Übereinstimmung mit [3,

S.285 Abb.] bestätigt die Simulation erneut.

|e〉

|g1〉
|g2〉

Γ2Γ1

Abbildung 10: Darstellung des Λ-Systems mit drei Zuständen, wobei die Zerfallsraten

vom angeregten Zustand in den jeweiligen Grundzustand auch hervorgehoben wurden.

Der Index 1 oder 2 von Rabi-Frequenzen und Detunings bezeichnet analog den lin-

ken/rechten Übergang in diesem Kapitel.
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1

2

3

Abbildung 11: Dynamik des Dreiniveau-Systems Obere Abbildung: Zeitentwick-

lung des Dreiniveau-Systems für Ω1 = Ω2 = 1Γ , Γ1 = Γ2 = Γ und δ1 = δ2 = 0. Die

Gleichung 3.2.1 wurde numerisch für die angegebenen Parameter simuliert. Untere Ab-

bildung: Population des angeregten Zustands Pe gegenüber δ2 bezüglich des |e〉 → |g2〉
Übergangs mit folgenden Parametern: Ω1 = Ω2 = 0, 3Γ , Γ1 = Γ2 = Γ und δ2 = 0. Für

beide Plots be�ndet sich das System am Anfang in |g1〉.
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3.3 Simulation mit dem Termschema des Kalium-Atoms

Im Folgenden sollen die bisher durchgeführten Tests in Unterabschnitt 3.2 auf das Term-

schema des Kaliums mit Hilfe der erarbeiteten Grundlagen erweitert werden.

3.3.1 Grundlagen der Simulation

Nach Abbildung 5 enthält der hier betrachtete Teil des Termschemas 24 Zustände, die

sich in den erwähnten Quantenzahlen in Kapitel 2.3.1 unterscheiden. Im Unterschied

zu den vorherigen Systemen werden die Kaliumatome nach Kapitell 2.4 zwei Strah-

lungsfeldern, dem Repumper und dem Cooler, ausgesetzt. Da der Hamiltonian nach

Gleichung 2.1.3 linear im elektrischen Feld in dieser Darstellung ist, so kann ein zwei-

tes Strahlungsfeld durch einen zweiten Hamiltonian der Form 2.2.3 dargestellt werden.

Der Gesamt-Hamiltonoperator ist dann die Summe der beiden Hamiltonoperatoren der

jeweiligen Strahlungsfelder.

Ĥgesamt = Ĥrepumper + Ĥcooler (3.3.1)

Die beiden Operatoren in Gleichung 3.3.1 werden analog zu den vorherigen Kapiteln

mit Hilfe der Vorhergehensweise in Kapitel 3.1 erstellt und dem Dictionary analog zum

Kapitel 3.2.2 die Detunings und Rabifrequenzen des Lasers zum jeweiligen Übergang

übergeben. Alle Intensitäten sind von nun an auf die sogenannte Sättigungsintensität

Isat der D2-Linie des Kaliums normiert. Für die Rabifrequenzen gilt Gleichung 2.1.5 und

der Zusammenhang zwischen Feldstärke E0 und Intensität I ist gegeben nach [3, S.186

Gl.5.185]:

E0 =
√

2η0I (3.3.2)

η0 ist die Impedanz des Vakuums als Naturkonstante mit η0 = µ0c = 367, 7Ω. Mit

Gleichung 3.3.2 folgt ein weiterer Ausdruck der Intensität auf Isat normiert.

Ωij = −e
√

2η0nIsat
~

〈F ′m′F |d̂q|FmF 〉 = f
〈F ′m′F |d̂q|FmF 〉

a0

√
n (3.3.3)

Das reduzierte Dipolmatrixelement ist in Einheiten des Bohr'schen Radius a0 gegeben

und somit folgt für den Vorfaktor f:

f = −ea0
~
√

2ηoIsat ≈ −9.232/2π · 106MHz (3.3.4)
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Also kann nun die Rabifrequenz für jedes Zustandspaar mit Hilfe von Gleichung 2.3.5

bestimmt werden. Das reduzierte Matrixelement 〈j′||d̂q||j〉 ist in Tabelle 3 in [7] gegeben.
Die Kollapsoperatoren sind hier nach Gleichung 2.2.8 gegeben und die Zerfallsrate Γ|ei〉→|gj〉

ist mit A2
F ′m′

F ;FmF
nach Gleichung 2.3.7 bestimmt. Die Linienbreite der D2-Linie Γj′;j

faktorisiert also aus allen Kollapsoperatoren heraus. Im Beispiel q unterscheidbarer Zer-

fälle gilt:
dρ̂

dt
= − i

~

[
Ĥ ′, ρ̂

]
+ Γj′;j

q∑
i=1

D[ĉi]ρ̂ (3.3.5)

Der Index i bezeichnet einen der q unterscheidbaren Übergänge in dem Hyperfeinschema

(F ′,m′F → F,mF ). Es ist zu beachten, dass die ĉi auch selbst ununterscheidbare Zerfälle

zusammenfassen können. Für Kollapsoperatoren folgt nun also:

ĉF ′m′
F ;FmF

=
√
A2
F ′m′

F ;FmF
|FmF 〉 〈F ′m′F | (3.3.6)

Mit dem Faktorisieren können alle Frequenzen in der Mastergleichung wie bei den vor-

angegangenden Tests auf Γj′;j normiert werden.

3.3.2 Aufbau und Durchführung der Simulation

Um in Cn arbeiten zu können, benötigt jeder der 24 Zustände |jFmF 〉 in Abbildung 5

eine Entsprechung in diesem. Hier wird die Reihenfolge von oben links nach unten rechts

in Abbildung 5 gewählt. So gelten folgende Entsprechungen:

|3/2, 0, 0〉 =̂ (10, 0 · · · 0)T (3.3.7)

|3/2, 1,−1〉 =̂ (0, 11, 0 · · · 0)T

...

|3/2, 3, 3〉 =̂ (0 · · · 0, 115, 0 · · · 0)T

|1/2, 1,−1〉 =̂ (0 · · · 0, 116, 0 · · · 0)T

...

|1/2, 2, 2〉 =̂ (0 · · · 0, 123)
T

Der Index an der 1 der Vektoren gibt deren Position an, wobei bei 0 angefangen wurde

zu zählen.

Es wird eine Zustandsklasse verwendet, welche die Quantenzahlen j, F,mF und die Ener-
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gie in MHz nach Abbildung 4 enthält. Es werden Listen der angeregten Zustände und

der Grundzustände angelegt. Für einen der beiden Hamiltonoperatoren wird jeder ange-

regte Zustand mit jedem Grundzustand kombiniert und für diese Kombination sowohl

die Rabifrequenz nach Gleichungen 3.3.3 �. als auch das Detuning, abhängig von der In-

tensität n, Polarisation q und Frequenz ωl des jeweiligen Hamiltonians in Gleichung 3.3.1

berechnet und in ein Dirctionary gespeichert. In der Darstellung nach Gleichungen 3.3.7

werden die Hamilton-Opertoren beider Strahlungsfelder jeweils analog zu Gleichung 3.1.2

erstellt. Die Kollapsoperatoren werden in jener Darstellung ebenfalls für alle relevanten

Zerfälle nach Gleichung 3.3.6 erstellt und der Winkelanteil AF ′m′
F ;FmF

des Matrixelemen-

tes analog zu der Rabifrequenz für die gegebene Drehimpulsquantenzahlen berechnet.

Der Solver bekommt nun noch den Anfangszustand des Systems und einen Simulations-

zeitraum gegeben.

3.3.3 Simulationen für verschiedene Parameter

Als nächstes sollen Simulationen für verschiedene Parameter untersucht werden. Die

Atome be�nden sich alle im Anfangszustand |1/2, 1,−1〉. Im Folgenden wird die Zeit-

entwicklung einer Simulation für σ+-polarisiertes Licht für beide Laser durchgeführt und

alle Emissionen werden hier als unterscheidbar angenommen, weshalb Gleichung 2.2.9

verwendet wird. Die Zustände sind nach j getrennt mit ihrer Population geplottet und

die Legende ordnet jeden Graphen in Bra-Ket-Notation seinen jeweiligen Quantenzahlen

zu.

In Abbildung 13 ist zu erkennen, dass die Population des Anfangszustands zerfällt, da aus

diesem angeregt wird. In Abbildung 12 ist ersichtlich, dass die Anfangszustandspopula-

tionen am Anfang in die drei erlaubten angeregten Zustände (|3/2, 0, 0〉 , |3/2, 1, 0〉 , |3/2, 2, 0〉)
für die gegebene Lichtpolarisation angeregt werden. Diese zerfallen wieder, wodurch sich

die Populationen in Abbildung 13 ändern, da besagte drei Zustände in jeden zerfallen

können, auÿer in |1/2, 2,−2〉 aufgrund der Auswahlregeln 2.3.6. Aus dem F = 2 Niveau

wird dann nach Abbildung 12 auch in das F ′ = 3 Niveau angeregt. Gegen Simulati-

onsende be�nden sich die Populationen nach beiden Abbildungen in hauptsächlich zwei

Zuständen mit |1/2, 2, 2〉 und |3/2, 3, 3〉, was wiederum den Erwartungen entspricht, da

es bei σ+-Polarisation zum E�ekt des optischen Pumpens kommt. Die Grundzustände

mit mF werden zu mF +1 angeregt und von dort sind die Zerfallsraten nach Abbildung 5

zu Grundzuständen mit höheremmF gröÿer. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elek-

trons wird dadurch also in die Richtung höchster mF (rechts in beiden Abbildungen)

gepumpt. Des weiteren entwickelt die Simulation das System in dem Rahmen, dass keine
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Population eines beliebigen Zustandes negativ wird und die Normierungsbedingung in

Abbildung 13 erfüllt ist. Des weiteren schwingen die Populationen im Prozent-Bereich.

Abbildung 12: Zeitentwicklung der angeregten Zustände des Kaliums für σ+-

Polarisation Für die numerische Simulation des Kaliumsystems mit der Masterglei-

chung 2.2.9 sind die Populationen für die Zustände hier gegenüber der Zeit aufgetragen.

Das System wurde mit Parametern Irep = Icool = Isat nach Kapitel 2.4 mit σ+ Pol. in

beiden Fällen betrachtet. Alle Zerfälle sind unterscheidbar.
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Abbildung 13: Zeitentwicklung der Grundzustände des Kaliums für σ+-

Polarisation Für die numerische Simulation des Kaliumsystems mit der Masterglei-

chung 2.2.9 sind die Populationen für die Zustände hier gegenüber der Zeit aufgetragen.

Das System wurde mit Parametern Irep = Icool = Isat nach Kapitel 2.4 mit σ+ Pol. in

beiden Fällen betrachtet. Alle Zerfälle sind unterscheidbar.

Als Nächstes sollen die Zerfälle nur durch die Polarisation und Übergangsfrequenz

unterscheidbar sein. Das bedeutet, dass Übergänge zwischen Paaren von F und F ′ in

Abbildung 4 unterschiedliche Frequenzen haben. Das heiÿt die Unterschiede zwischen den

Übergangsfrequenzen von allen Übergängen sind in Gröÿenordungen der Linienbreite

Γj′;j. Alle Übergänge innerhalb eines Paares von bestimmten F und F ′ werden dann

noch anhand ihrer Polarisation unterschieden. Nach den Gleichungen 2.2.9 f. gilt bei den

Quantenzahlen F und F ′ für nq Zerfälle bei Polarisation q folgende Lindblad-Master-

Gleichung.
dρ̂

dt
= − i

~

[
Ĥ ′, ρ̂

]
+
∑
F,F ′

∑
q∈{−1,0,1}

D[

nq∑
i=1

ĉi]ρ̂ (3.3.8)

Die anderen Parameter sind im Vergleich zur vorherigen Simulation gleich geblieben, um

den direkten Vergleich zu ermöglichen.

Der Populationsverlauf lässt sich hier in den Abbildungen 14 und 15 analog zum vor-

herigen Fall erklären. Des Weiteren ist das optische Pumpen wieder zu beobachten. Ein

wichtiger Unterschied ist, dass sich nun Schwebungen auf den Populationsentwicklun-
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gen von |3/2, 3, 3〉 und |1/2, 2, 2〉 be�nden. Des Weiteren kommt es bei den anderen

Populationen ebenfalls zu mehr Oszillationen als im vorherigen Fall.

Abbildung 14: Populationen für die angeregten Zustände des Kaliums bei Irep =

Icool = Isat mit σ+ Polarisation in beiden Fällen. Alle Zerfälle zwischen den selben

F-Zuständen und der selben Polarisation ununterscheidbar.
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Abbildung 15: Populationen für die Grundzustände des Kaliums bei Irep = Icool = Isat

mit σ+ Pol. in beiden Fällen. Alle Zerfälle zwischen den selben F-Zuständen und der

selben Polarisation ununterscheidbar.

Im Folgenden soll eine Simulation für linear polarisiertes Licht durchgeführt werden.

Die Anfangsbedingungen sind gleich zu denen bei dem σ+-polarisiertem Licht. Als ers-

tes werden alle Zerfälle wieder als ununterscheidbar für gleichen F-Übergang und gleiche

Polarisation behandelt. Betrachtet man Abbildung 16 so wird deutlich, dass den Erwar-

tungen entsprechend aus dem |1/2, 1,−1〉 Zustand bei π-polarisiertem Licht aufgrund

der Auswahlregeln 2.3.6 nur die Zustände |3/2, 1,−1〉 und |3/2, 2,−1〉 angeregt wer-

den können. Diese zerfallen wieder in die Grundzustände. Hier kann auch analog zum

vorherigen Fall wieder das optische Pumpen beobachtet werden. Die Populationen ver-

lagern sich mit der Zeit in die Zustände |1/2, 2, 0〉 und |3/2, 3, 0〉, was anhand der beiden

Graphen in den Abbildungen 16 und 17 klar zu erkennen ist. Da |3/2, 3, 0〉 in seine be-

nachbarten Zustände zerfallen kann, sind diese ebenfalls nach Stabilisierung des Systems

besetzt. Dieses Testsystem verhält sich also auch den Erwartungen entsprechend.
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Abbildung 16: Populationen für die angeregten Zustände des Kaliums bei Irep =
Icool = Isat mit π-Pol. in beiden Fällen. Alle Zerfälle zwischen den selben F-Zuständen
und der selben Polarisation ununterscheidbar.

Abbildung 17: Populationen für die Grundzustände des Kaliums bei Irep = Icool = Isat

mit π-Pol. in beiden Fällen. Alle Zerfälle zwischen den selben F-Zuständen und der

selben Polarisation ununterscheidbar.
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3.4 Berechnung der Streurate für verschiedene Intensitäten

Im Folgenden wird die Zeitentwicklung des Kaliumsystems für verschiedene Intensitä-

ten mit Hilfe der erarbeiteten numerischen Simulation berechnet. Die Parameter der

Simulation werden auf die des Experiments in Kapitel 4 abgestimmt, was also bedeutet,

dass der Cooler fest bei Icool = 1.86Isat strahlt und beide Laser π-Polarisation besitzen.

Für jede Zeitentwicklung analog zu Abbildung 16 und Abbildung 17 wird die Aufent-

haltswahrscheinlichkeit aller angeregten Zustände aufsummiert(summe angeregt in z.B.

Abbildung 16) und mit Pe(t) bezeichnet. Um vergleichbare Vorhersagen im Bezug auf das

Experiment zu erhalten wird Pe(t) über einen Zeitraum von 120π der gegebenen Zeitska-

la au�ntegriert, was der Belichtungs-, sowie Wechselwirkungszeit des Experiments(10µs)

entspricht. Nach Gleichung 2.2.11 entspricht dieser Wert der Anzahl an gestreuter Pho-

tonen Nsc innerhalb dieses Zeitraums mit dem Propertionalitätsfaktor Γj;j′ nach Kapitel

2.3.3 . Beachtet man die Zeitskala der Simulationen, so muss Pe(t) nur über diese au�n-

tegriert werden um Nsc zu erhalten. Es werden nun Simulationen für variable Intensität

des Repumpers durchgeführt und Nsc bestimmt. Die Streuwerte werden dann gegenüber

der Intensität des Repumpers aufgetragen um die Absorption des Systems zu beobach-

ten. Die Intensität des Repumpers be�ndet sich dabei im Bereich von 0Isat bis 2Isat. Der

daraus folgende Graph be�ndet sich in Abbildung 18. Ohne Repumper ist die Streu-

ung oder Absorption des Kaliumsystems im Bereich von ≈ 9 Streuereignissen innerhalb

der Belichtungszeit. Die Absorption nimmt dann von 0Isat bis 0.4Isat stark zu. Danach

mündet der Verlauf in einem Plateau bei ungefähr 150 Streuereignissen. Physikalisch be-

deutet der Verlauf, dass ohne Repumper die Population aufgrund des groÿen Detunings

des Coolers von näherungsweise 460MHz zum Groÿteil in den Grundzuständen F = 1

verbleibt. Durch steigende Intensität des Repumpers können die Populationen aus den

Zuständen mit F = 1 in F = 2 angeregt werden. Die Übergänge zwischen F = 2 und

F ′ = 3 können durch den Cooler nun auch Populationen anregen, welche nur in F = 2

zerfallen. Dabei ist zu beachten dass die beiden Laser aufgrund des Detunings im Be-

reich der Linienbreite Γj′;j auch die anderen Übergänge zu anderen erlaubten angeregten

Zuständen treiben können. Dies resultiert nach dem vorherigen Kapitel in stabilen Po-

pulationen in den angeregten Zuständen in F ′ = 3. Es ergeben sich also auch gröÿere

Streuraten. Auf den starken Anstieg zu Beginn soll beim Vergleich dieses Graphen mit

dem experimentellen Gegenstück eingegangen werden.
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Abbildung 18: Streuungen gegenüber Intensität des Repumpers Das Kalium-
system wird für eine Belichtungszeit von 10µs entwickelt und dann die angeregte Ge-
samtpopulation in dieser Zeit au�ntegriert. Dies ist die Anzahl der Streuungen des Sys-
tems Nsc in dieser Zeit. Nsc wird für eine feste Intensität des Coolers mit 1.86Isat und
unterschiedliche Werte für den Repumper berechnet und beide Werte gegeneinander
aufgetragen.
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4 Auswertung der experimentellen Daten

Im Folgenden sollen die Bilder ausgewertet werden, welche mit Hilfe der Versuchsauf-

bauten 6 und 7 erstellt wurden. Aus diesen Bildern soll der Intensitätsverlust extrahiert

werden, der aus der Anregung der Kaliumatome resultiert. Diese Absorption kann in di-

rektem Zusammenhang zur vorausgesagten Streurate gestellt werden. Die Berechnungen

in der Auswertung wurden wieder mit Hilfe von Phython erstellt.

4.1 Charakteristische Kurve des AOMs

Die AOMs werden in diesem Versuchsaufbau auch dazu eingesetzt die Intensität des

jeweiligen Lasers (siehe Abbildung 7) zu regeln. Eine erhöhte Spannung an der Treiber-

schaltung des AOMs erhöht auch die Intensität des jeweiligen Strahls, der die einzelnen

Pfade in Abbildung 7 verlässt. Als nächstes wird der Spannungsgang eines AOMs(Abbildung 7

(9)) ge�ttet um die angesteuerte Spannung des AOMs direkt in die Intensität des Re-

pumpers zu übersetzen. Die ansteuernde Amplitude des AOMs wird im Bereich von 0.5V

bis 2V durchgefahren und der Cooler dabei deaktiviert. Die Intensität wurde mit Hilfe

eines Leistungsmessgeräts direkt hinter dem Auskoppler in Abbildung 6 gemessen und

gegen die Spannung in Abbildung 19 aufgetragen. Für den Intensitätsverlauf wird nun

ein Fit durchgeführt, um zukünftig Spannungen am besagten AOM direkt in Intensitä-

ten umrechnen zu können.

Für den Fit wurde folgende Funktion verwendet:

f(x; a, b, c) = a (tanh(b(x− c)) + 1) (4.1.1)

Mit den Fitparametern a, b, c und der folgenden Fehlerfunktion nach der Gauÿschen

Fehlerfortp�anzung.

∆f 2 =

(
∆a

a
f

)2

+

(
a(x− c)∆b

cosh2(b(x− c))

)2

+

(
ab∆c

cosh2(b(x− c))

)2

(4.1.2)

Das ∆ bezeichnet die Fehler.
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Abbildung 19: Charakteristische Kurve des AOM-Treibers Die Kontrollspan-
nung zur Intensitätsvariation des Repumpers in Abbildung 7 wurde variiert und die
Intensität gemessen, die den Versuchsaufbau in Abbildung 6 direkt hinter dem Aus-
koppler verlässt. Es wurde ein Fit der Form a(tanh(b(x − c)) + 1) durchgeführt, um
Spannungen auf Intensitäten für andere Zwecke extrapolieren zu können.

4.2 Auswertung der Absorption

Die Intensität des Repumpers wurde über die Spannung am AOM-Treiber durchgefah-

ren und die des Coolers festgehalten. Die Messung wurde fünf mal wiederholt, um unter

anderem statistische Fluktuationen zu berücksichtigen. Die aufgenommen Bilder werden

im kinetics mode angefertigt, d.h. jedes Bild besteht aus zwei Bildern, von denen eines

im ms-Bereich nach dem anderen angefertigt wird. Das zweite Bild stellt also immer

ein Referenzbild dar, welches keine Atomwolke enthält. Ein entsprechendes Rohbild ist

in Abbildung 20 dargestellt. Pro Spannung des Scans wird zusätzlich zum Rohbild ein

sogenanntes O�pic angefertigt, bei dem die Blende der CCD-Kamera geschlossen ist um

den mittleren O�set des Pixelwertes der Kamera zu bestimmen. Dieser Mittelwert wird

von allen Pixelwerten der Rohbilder in Abbildung 20 abgezogen und somit korrigiert.

Als Letztes wird des Rohbild in seine linke und rechte Hälfte zerlegt und der linke Rand

abgeschnitten um den Intensitätsverlust durch die Atomwolke zu betrachten, indem die

Pixelwerte der Bilder voneinander abgezogen werden. Auf dem nachbearbeiteten Bild

als Abbildung 21 ist ein dunklerer Bereich (siehe Farbbalken) bei ungefähr 600 Pixeln

(hier in der Waagerechten) zu erkennen. Dieser Bereich innerhalb der roten Linien in der
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Abbildung 20: Darstellung eines unbearbeiteten Rohbildes mit den zwei Teilbildern.
Das linke enthält die Atomwolke und das rechte ist das kurz danach angefertigte Refe-
renzbild. Der Farbbalken rechts gibt die Werte der Pixel beider Aufnahmen an.

Mitte des Bildes wird als der Intensitätsverlust durch die Atomwolke interpretiert. Diese

Nachbearbeitung wurde für alle durchgefahrenen Spannungen des Repumpers durchge-

führt und in Abbildung 22 dargestellt. Um die Atomwolke wird ein rechteckiger Bereich

ausgewählt, welcher diese ganz umfasst (hier in rot markiert) und dann werden die

Pixelwerte alle aufsummiert. Dies ergibt die Gesamtintensität, welche durch die Atom-

wolke verloren gegangen ist. Die AOM Spannung wird mit Hilfe des Fits und dessen

Parametern mit Fehlern in Kapitel 4.1 in die Intensität des Repumpers übersetzt. Die

Pixelsumme jedes Bildes wird gespeichert und der Vorgang für alle fünf Messungen wie-

derholt und die Summen über die Messungen für jede einzelne AOM-Spannung gemittelt

und die Standardabweichung als Fehler bestimmt. Die Pixelsumme in Abbildung 23 ent-

spricht der Anzahl gestreuter Photonen, da die Pixelwerte, die die Kamera speichert

direkt den Photonencounts entspricht. In Abbildung 23 ist nun zu erkennen, dass die

Absorption oder der Intensitätsverlust erst stark ansteigt und dann gegen einen statio-

nären Wert konvergiert. Da die Absorption direkt proportional zur Populationssumme

der angeregten Zustände ist, ist eine Sättigung besagter Population zu erkennen, ab der

der Repumper keine Auswirkung mehr auf die angeregten Populationen hat.
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Abbildung 21: Nachbearbeitetes Einzelbild der Atomwolke Die Spannung des
AOMs des Repumpers nach Abbildung 19 beträgt hier 1.35V und die Intensität des Coo-
lers beträgt 1.86Isat. Dieses Bild entstand aus Rohbildern wie in Abbildung 20 durch den
in Kapitel 4.2 geschilderten Vorgang der Nachbearbeitung. Die Skalenweite der Darge-
stellten Pixelwerte des rechten Farbbalkens wurde beschränkt, um die Atomwolke her-
vorzuheben. Der Bereich der Atomwolke ist rot eingerahmt.

5 Vergleich der experimentellen und theoretischen

Ergebnisse

Im Folgenden soll die theoretisch vorhergesagte Absorption für die Parameter in Ab-

bildung 18 mit den experimentellen Werten in Abbildung 23 verglichen werden. Nun

werden beide Abbildungen übereinandergelegt, um die Verläufe der Graphen zu verglei-

chen. Die beiden Achsen der Graphen besitzen den selben Nullpunkt. Die eine Achse

entspricht der Anzahl gestreuter Photonen der gesamten Atomwolke. Die andere Ach-

se bezeichnet die theoretisch vorhergesagte Anzahl gestreuter Photonen innerhalb der

Belichtungszeit pro Atom. Deshalb hängen beide Achsen direkt über einen Skalenfaktor

zusammen, nämlich der Atomzahl und der Quantene�zienz der Kamera NAtomηgesamt.

Dies entspräche dem gleichen Steigungsverlauf beider Datenpunktverläufe in Abbil-

dung 24. Die Werte aus dem Experiment und dem Modell be�nden sich ab einer Inten-
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Abbildung 22: Nachbearbeitete Bilder für alle Repumper-Intensitäten. Die
Aufnahmen für alle AOM-Spannungen wurden entsprechend Abbildung 21 nachbearbei-
tet und in einer groÿen Abbildung zusammengefasst. Die Spannung nimmt von links
nach rechts und von oben nach unten zu. Dies geschieht in äquidistanten Schritten von
0.9V bis 1.75V. Die Intensität des Coolers ist Icool = 1.86Isat und die Pixelwerte werden
auf die Werte von -100 bis auf 300 begrenzt.

sität von 0.75Isat in einem konstanten Bereich, jedoch unterscheidet sich ihre Steigung

vorher stark. Die theoretischen Werte steigen für Intensitäten im Bereich von 0Isat bis

0.25Isat wesentlich stärker an als die experimentellen Werte. Entweder resultiert die Ab-

weichung aus Fehlern in den numerischen Berechnungen oder aus anderen E�ekten, die

den Verlauf schwächer ansteigen lassen.

Nun soll mit den theoretischen und experimentellen Daten die durchschnittliche Atom-

zahl abgeschätzt werden. Für den Plateaubereich ab 0.75Isat wird der konstante Wert

der experimentellen und theoretischen Datenpunkte des Plateaus bestimmt, gegen den

diese streben. Für die Werte innerhalb des Plateaus ergab sich für die Pixelsumme Sp

Sp ≈ 2, 261 · 106. (5.0.1)
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Abbildung 23: Absorption der Kaliumwolke Die Pixelsumme der experimentell
bestimmten Werte enspricht hierbei der Anzahl von der Atomwolke gestreuter Photo-
nen in diesem Graphen wurden die Pixelsummen über den Bereich der Atomwolke(21)
der Bilder in Abbildung 22 gegenüber der Intensität des Repumpers aufgetragen. Die
Spannungen des AOMs wurden auf die Intensitäten extrapoliert. Die Intensität des Coo-
ler ist �x und beträgt 1.86Isat.

Unter Berücksichtigung der Quantene�zienz ηgesamt aus Kapitel 2.4, gilt für die reale

Anzahl gestreuter Photonen Sr:

Sr = Spηgesamt (5.0.2)

Für die theoretische Anzahl an Streuereignissen ergab sich im selben Bereich:

Nsc ≈ 150 (5.0.3)

Für die Atomzahl gilt letztendlich:

NAtom =
Sr
Nsc

≈ 11000 (5.0.4)
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Abbildung 24: Vergleich von numerischer Simulation und Experiment In die-
ser Abbildung sind experimentelle Werte der Anzahl der gestreuten Photonen einer
Kaliumatomwolke in Counts nach Abbildung 23 und theoretische Streuzahlen nach nu-
merischen Simulationen des Kaliumsystems für die Belichtungszeit des Experiments in
Abbildung 18 kombiniert. Die schwarzen Punkte mit Fehlerbalken repräsentieren die
Werte der Absorption, welche mit dem Aufbau nach Kapitel 2.4 gemessen wurden. Diese
beziehen sich auf die linke Achse. Die blauen Punkte sind die theoretischen Absorpti-
onsvorhersagen innerhalb der Belichtungszeit des Versuchsaufbaus und beziehen sich auf
die rechte Achse.
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6 Zusammenfassung und Fazit

In dieser Arbeit ging es darum die Wechselwirkung von Atomen mit Laserlicht zu

verstehen. Dabei wurde angenommen, dass die Atome sich als quantenmechanische

Mehrniveau-Systeme beschreiben lassen. Primär war das Ziel die Zeitentwicklung des

D2-Übergangs zu verstehen.

Um dies zu erreichen wurde zuerst die Zeitentwicklung eines einfachen Zweiniveau-

Systems betrachtet. In diesen Formalismus wurde dann die spontane Emission eingebun-

den. Mit dieser Vorarbeit wurde dann die Beschreibung für Mehrniveau-Systeme moti-

viert. Es wurde ein Programm geschrieben, welches die Zeitentwicklung von Mehrniveau-

Systemen numerisch berechnet. Dieses Programm wurde auf einfache Testsysteme an-

gewendet. Für das Zwei- und Dreiniveau-System lieÿen sich erfolgreich die analytischen

Ergebnisse(siehe Kapitel 2) und aus bekannter Literatur reproduzieren.

Danach wurde die numerische Simulation auf das Kaliumsystem angewendet. Hierbei

wurden unterschiedliche Parameter, wie z.B. Intensität und Polarisation betrachtet. An-

hand der erhaltenen Zeitentwicklungen konnten die Auswahlregeln veri�ziert werden.

Des weiteren wurde der E�ekt des optischen Pumpens für die beiden behandelten Pola-

risationen beobachtet.

Schlieÿlich wurden die Zeitentwicklungen des Kaliumsystems für variable Intensitäten

berechnet und aus diesen die integrierte Streuraten bestimmt. Diese wurden gegenüber

der Intensität aufgetragen und letztendlich mit der experimentell bestimmten Absorpti-

on verglichen. Sowohl die experimentellen, als auch die theoretischen Ergebnisse streben

für groÿe Intensitäten gegen einen konstanten Wert. Während die experimentellen Werte

ab 0, 75ISat dieses Plateau erreichen, steigen die theoretischen Werte schneller an und

sättigen schon ab 0, 25ISat. Die Werte des Plateaus wurden mit Fits bestimmt und es

wurde eine Anzahl an Atomen in der Wolke abgeschätzt.
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