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1 Einleitung

Nicht-zer
ie�ende lokalisierte Wellenpakete, helle Solitonen, sind ein Paradebeispiel f•ur
nichtlineare Wellendynamik. Ihr Auftreten basiert auf dem Zusammenspielvon Disper-
sion und Nichtlinearit •at. Solitonen wurden zum ersten Mal vor fast 200 Jahren von
J.S. Russel in einem 
ac hen Wasserkanal beobachtet [1]. Sie spielen heute in vielen
Bereichen der Naturwissenschaften und der Technik eine Rolle, von der Reizleitung in
Nervenzellen,•uber ozeanographische Erscheinungenund die Telekommunikation mit La-
serpulsendurch Glasfasernbis hin zur Theorie der Elementarteilchen.

•Ahnlich wie die Entwicklung des Lasers die Optik revolutioniert und zur Entste-
hung neuereigenst•andiger Forschungsgebietewie der nichtlinearen Optik gef•uhrt hat, so
stellte die Realisierungder Bose-Einstein-Kondensationverd•unnter atomarer Gaseeinen
Meilenstein f•ur die Materiewellenoptik mit ultrakalten Atomen dar. Sie erm•oglichte es,
auch in der Atomoptik nichtlineare E�ekte zu untersuchen, und war Voraussetzungzur
Erzeugungatomarer Solitonen.

Bose-Einstein-Kondensation

Das Konzept der Bose-Einstein-Kondensation(BEC) geht auf eine1925von A. Einstein
ver•o�en tlichte Arb eit [2] zur•uck. Aufbauend auf theoretischen Ergebnissenvon S. Bose
[3] sagteer das Ph•anomenals eine Konsequenzder Statistischen Mechanik voraus. Die
anf•angliche Skepsisan den Ergebnissenl•asstsich am bestenin Einsteins eigenenWorten
zusammenfassen:

Von einer bestimmten Temperatur an kondensierendie Molek•ule ohne at-
traktiv e Kr •afte, d.h. sie akkumulieren bei verschwindender Geschwindigkeit.
Die Theorie ist sch•on, aber enth•alt sie auch etwas Wahrheit?

Bose-Einstein-Kondensation,also die makroskopische Besetzung des quantenmechani-
schen Grundzustandes in einem System von Bosonen, tritt auf, wenn die deBroglie-
Wellenl•ange� dB der Atome vergleichbar mit dem mittleren Atomabstand wird. Genauer
formuliert tritt dieserZustand der so genannten Quantenentartung ein, wenn

D = n� 3
dB = 2:61; � dB =

s
2� ~2

mkB T
; (1.1)

wobei n f•ur die Atomzahldichte, m f•ur die MasseeinesAtoms und T f•ur die Temperatur
desEnsemblesstehen.Die f•ur den Quantenphasen•ubergangentscheidendeGr•o�e D wird
als Phasenraumdichte bezeichnet.
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Kapitel 1 Einleitung

Heute werden Bose-Einstein-Kondensateschwach wechselwirkender atomarer Ga-
se von immer mehr Gruppen routinem•a�ig hergestellt und f•ur weitergehendeExperi-
mente verwendet. Dieser Situation ging eine lange Phaseder Entwicklung und Verfei-
nerung verschiedener experimenteller Techniken voraus. Grundlegende Methoden der
Laserk•uhlung, wie die magneto-optische Falle (MOT) [4] und das Polarisationsgradien-
tenk•uhlen wurden in den 1980erJahren entwickelt. Sie erm•oglichten das Erreichen von
Temperaturen im � K-Bereich ohnedie f•ur Kry ostaten typischen Beschr•ankungen.Da in
einer MOT die Quantisierung desLichts die minimal erzielbareTemperatur limitiert und
die Reabsorption gestreuter Photonen zu einer Begrenzungder Dichte f•uhrt [5], konnte
mit diesenMethoden die Quantenentartung jedoch noch nicht erreicht werden. Signi�-
kante Fortschritte wurden erst durch Transfer der mit Laserk•uhlmethoden vorgek•uhlten
Atome in eine Magnetfalle erzielt. Ein solcher magnetischer Einschluss neutraler Atome
gelangzum erstenMal 1985[6] und wurde von der Entwicklung verschiedenerFallengeo-
metrien gefolgt [7]. Mit Magnetfallen lassensich nahezuperfekte harmonische Potentiale
erzielenund die oben genannten Schwierigkeiten der Laserk•uhlung bei kleinen Tempera-
turen und gro�en Dichten vermeiden.Der letzte entscheidendeK •uhlschritt war schlie�lic h
die Anwendungder Evaporationsk•uhlung auf mit Laserk•uhltechnikenvorgek•uhlte und in
einer Magnetfalle gefangeneatomare Wolken geeigneterElemente. Evaporationsk•uhlung
[8] basiert auf dem gleichen physikalischen Prinzip, das auch den Ka�ee in einer Tasse
abk•uhlen l•asst: Durch Entfernung der hei�esten Atome, die mehr als die durchschnitt-
liche Energie pro Atom aus dem Ensemble mit sich nehmen, wird die mittlere Energie
der Atome des Ensembles erniedrigt. F•ur ein e�ektiv es Funktionieren der Evaporati-
onsk•uhlung ist dabei eine schnelle Rethermalisierung der verbliebenenAtome bei einer
neuen,niedrigeren Temperatur durch elastische St•o�e notwendig.

Die Entwicklung gipfelte schlie�lic h 1995 in der ersten Beobachtung von BEC in
schwach wechselwirkenden Gasen [9, 10]. In diesen Experimenten wurden Rubidium-
bzw. Natrium-A tome in einer MOT eingefangenund vorgek•uhlt. Nach dem Transfer in
eine Magnetfalle f•uhrte Evaporationsk•uhlung bis zur Quantenentartung. Wenig sp•ater
wurde auch die Kondensation von Lithium [11, 12] realisiert. Zum Zeitpunkt dieser
Arb eit existieren neben Rubidium-, Natrium- und Lithium-BECs auch Kondensatevon
Wassersto�, Kalium, C•asium und metastabilem Helium.

Die erstenExperimente nach der Realisierungvon BEC mit Alkaligasenkonzentrier-
ten sich auf die makroskopischen Eigenschaften desKondensats [13, 14, 15, 16]. Sp•ater
wurde die quantenmechanische Natur desmakroskopischen Kondensatsuntersucht. Die
Analogie zwischen der Koh•arenz von BECs und von Laserlicht inspirierte dabei zu sehr
illustrativ en Experimenten, wie der Interferenz von Kondensaten [17, 18] und der Rea-
lisierung einesAtomlasers [19, 20, 21].

Nichtlinea re Atomoptik

•Ahnlich wie die Ausbreitung intensiven Lichts in Medien durch nichtlineare Prozesse
aufgrund des Kerr-E�ekts stark beein
usst wird, spielen auch bei der Dynamik eines
Bose-Einstein-Kondensatsnichtlineare E�ekte eine wichtige Rolle. Die Nichtlinearit •at
in einem Kondensat wird dabei durch elastische St•o�e zwischen den Atomen hervor-
gerufen und kann, je nach verwendeter atomarer Spezies,repulsiv oder attraktiv sein.
Die Dynamik einesBECs in einem eindimensionalenWellenleiter und die Entwicklung
der Einh•ullenden einesLaserpulsesin der nichtlinearen Faseroptik werden von formal
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identischen Bewegungsgleichungen,den jeweiligen nichtlinearen Schr•odingergleichungen,
bestimmt. DieseGleichungenunterst•utzen, je nach relativemVorzeichendesDispersions-
terms und desnichtlinearen Terms,helleoder dunkle Solitonen[22,23]. In der Atomoptik
zeichnet sich ein helles Soliton dabei durch eine •uber die Zeit nicht zerlaufende,lokali-
sierte Dichteverteilung aus, w•ahrend ein dunkles Soliton eine mit einem Phasensprung
� verbundene, lokalisierte Dichteverd•unnung zeitlich konstanter Form auf einem brei-
ten Hintergrund ist. Helle Solitonen f•ur attraktiv e interatomare Wechselwirkung [24, 25]
und dunkle Solitonen f•ur repulsive Wechselwirkung [26, 27] wurden bereits demonstriert.
Bei den zwei erstgenannten Experimenten wurden Feshbach-Resonanzen[28, 29, 30] zur
experimentellen Kontrolle der interatomaren Wechselwirkung und damit der Nichtlinea-
rit •at eingesetzt.F•ur die Realisierungheller Solitonen f•ur repulsive Wechselwirkung muss
jedoch das Vorzeichen des Dispersionsterms in der nichtlinearen Bewegungsgleichung
umgekehrt werden.Die experimentelle Kontrolle der Dispersionwird als Dispersionsma-
nagement bezeichnet und ist durch die Verwendung schwacher periodischer Potentiale
m•oglich.

Aus der Festk•orperphysik ist bekannt, dassElektronen in periodischen Potentialen
eine ver•anderte Dispersionsrelationaufweisen,wenn ihr Quasiimpuls am Rand der Bril-
louinzone liegt [31]. Im Rahmen einer lokalen parabolischen N•aherung der Dispersions-
relation wird eine

"
e�ektiv e Masse\ in die Bewegungsgleichungen eingef•uhrt. Ihr Wert

h•angt vom zentralen Quasiimpuls und der Modulationstiefe desperiodischen Potentials
ab und kann sowohl positiv als auch negativ sein. Die Dynamik von atomaren Mate-
riewellen in periodischen optischen Potentialen ist in den letzten Jahren in zahlreichen
theoretischen und experimentellen Arb eiten untersucht worden [32, 33, 34]. Im Gegen-
satz zu Systemenaus der Festk•orperphysik k•onnen in solchen atomoptischen Systemen
die periodischen Potentiale experimentell sehr exakt kontrolliert und die Materiewellen
direkt im Ortsraum beobachtet werden.

Gliederung dieser Arbeit

Gegenstandder vorliegendenArb eit sind die Vertiefung der in [35] begonnenenUnter-
suchungen zum Dispersionsmanagement von Materiewellen und die Anwendung dieser
Technik zur experimentellen Realisierung heller atomarer Solitonen im Fall repulsiver
Wechselwirkung. In Erg•anzung dazu werden experimentelle Vorarbeiten und theoreti-
sche Grundlagen zur Studie von Soliton-Kollisionen vorgestellt.

Die Arb eit gliedert sich im Einzelnenwie folgt: Nach dieserEinleitung werdenin Ka-
pitel 2 theoretische Grundlagen bereitgestellt, die f•ur die Durchf•uhrung und Interpretati-
on von Experimenten mit linearen Materiewellen und BECs in periodischen Potentialen
notwendig sind. Es werdenzudemnumerische Methoden dargestellt, die in Simulationen
zu den Experimenten Verwendung �nden.

Kapitel 3 gibt einen •Uberblick •uber den verwendeten Aufbau und zentrale experi-
mentelle Techniken. Neben einer kurzen Vorstellung der wichtigsten Teile der Apparatur
und Berechnungen der optischen Potentiale wird dabei insbesondereauf essentielle Ver-
besserungenund Umbauten im Rahmen dieser Diplomarbeit eingegangen,die erst die
Realisierungvon Solitonen erm•oglicht haben.

Kapitel 4 beschreibt die Experimente zum Dispersionsmanagement und wurde zu
weiten Teilen in [36] ver•o�en tlicht. Erg•anzend zu der Ver•o�en tlichung werden Details
des Modells, das zur Interpretation der experimentellen Ergebnisseentwickelt wurde,
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Kapitel 1 Einleitung

pr•asentiert und dessennumerische Umsetzungerl•autert.
In Kapitel 5 wird schlie�lic h die Realisierungheller atomarer Gap-Solitonen f•ur Ato-

me mit repulsiver Wechselwirkung und deren systematische Untersuchung vorgestellt.
Dabei wird insbesondereauch auf aufgetreteneexperimentelle H•urden und deren jewei-
lige L•osungeingegangen.Im Rahmen dieserArb eit wurden zudem ein weiteresDioden-
lasersystemund zus•atzliche optische Potentiale aufgebaut, die f•ur eine Vielzahl neuer
Experimente verwendet werden k•onnen. Im Kontext der hier vorgestellten Experimente
werden experimentelle Vorarbeiten und theoretische Grundlagen zur Realisierung von
Soliton-Kollisionen pr•asentiert.
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2 Theoretische Grundlagen

2.1 Lineare Dispersion von Materiew ellen

Ein r•aumlich endlich breites Wellenpaket hat generelleine nichtverschwindende Impuls-
breite. Dispersion,d. h. dasZer
ie�en einesWellenpaketesmit der Zeit, tritt immer dann
auf, wenn die verschiedenenImpulskomponenten unterschiedliche Gruppengeschwindig-
keiten haben. Dies soll in diesemAbschnitt f•ur Materiewellen am Beispiel einesGau�-
schen Wellenpaketeskonkretisiert werden.Dabei beschr•anken wir uns auf eineeindimen-
sionaleSituation, da die im RahmendieserDiplomarbeit durchgef•uhrten Experimente in
einem eindimensionalenWellenleiter statt�nden. Aus didaktischen Gr•unden wird dabei
zun•achst der Spezialfall wechselwirkungsfreierAtome betrachtet.

2.1.1 Dispersion freier Teilchen

Gegeben sei zu einem Anfangszeitpunkt t = 0 ein unsch•arfebegrenztesGau�sches Wel-
lenpaket

	( x; 0) =
�

2
�

� 1=4 1
p

�
exp

�
�

(x � x0)2

� 2 + ik 0(x � x0)
�
: (2.1)

DiesesWellenpaket beschreibt ein in einemBereich der Breite 2� x(0) = � lokalisiertes1

Atom mit dem Impuls k0. Die zugeh•orige Impulsverteilung j	( k = p
~ ; 0)j2 ergibt sich aus

der Fouriertransformierten 	( k; 0) = (2� ) � 1=2 R
	( x; 0)e� ik xdx. Sie ist gau�f •ormig um

den zentralen Wellenvektor k0 verteilt und hat einedurch die Heisenbergsche Unsch•arfe-
relation bestimmte Breite � p = ~� k = ~=2� x(0).

Die Dynamik diesesWellenpaketes ist durch die freie Schr•odingergleichung

i~
@
@t

	( x; t) = �
~2

2m
@2

@x2 	( x; t) (2.2)

bestimmt. Die Eigenzust•ande der freien Schr•odingergleichung sind durch die ebenen
Wellen eik x mit den EigenenergienE(k) gegeben. Die Dispersionsrelation

E(k) =
~2k2

2m
(2.3)

ist quadratisch im Wellenvektor k.

1Mit � x sei die Standardabweichung � x(t) =
p

ĥx2 i t � ĥxi 2
t der Wahrscheinlichkeitsverteilung

j	( x; t)j2 f•ur die Beobachtung des Atoms zum Zeitpunkt t am Ort x bezeichnet. Analoge De�nitionen
gelten f•ur die Gr•o�en � p := � p(0) und � k := � k(0). F•ur die 1=e2-Breiten der Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen werden in dieser Arb eit hingegen immer griechische Buchstaben verwendet.

5



Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

Der Hamiltonoperator eines freien Teilchens ist im Impulsraum diagonal, so dass
die Impulsverteilung bei der Propagation erhalten bleibt. Das Wellenpaket nach einer
Zeit t ergibt sich daher am einfachsten aus der Integration der Schr•odingergleichung im
Impulsraum:

	( x; t) =
1

p
2�

Z
	( k; 0) e� i

~ E (k)t eik x dk: (2.4)

Aus (2.4) ist ersichtlich, dass die Dynamik allein durch die Dispersionsrelation E(k)
festgelegtist. Mit der Dispersionsrelation(2.3) ergibt sich:

j	( x; t)j2 =
1

p
2� � x(t)

exp
�
�

(x � x0 � vg(k0) t)2

2� x(t)2

�
: (2.5)

Das Wellenpaket bewegt sich mit einer Gruppengeschwindigkeit

vg(k0) =
1
~

dE
dk

�
�
�
�
k0

=
~k0

m
(2.6)

und zer
ie�t auf einer typischen Zeitskala Td , der Dispersionszeit2, gem•a�:

� x(t) = � x(0)

s

1 +
�

t
2Td

� 2

; Td =
m � x(0)2

~
: (2.7)

En twic klung der Phase

Entscheidend f•ur das Verst•andnis von Dispersionsmanagement ist die Phase� (k; t) der
Wellenfunktion im Impulsraum 	( k; t) = 	( k; 0) e� i� (k;t ) . Ein unsch•arfebegrenztesWel-
lenpaket hat eine in k lineare Phase.Aus den Gleichungen(2.3) und (2.4) ist ersichtlich,
dassbei der freien Propagation einessolchen Wellenpaketeseinein k quadratische Phase

� (k; t) =
E(k)

~
t =

~k2

2m
t (2.8)

akkumuliert wird. Dies entspricht gem•a� (2.7) einer Verbreiterung im Ortsraum.

Kon trolle der Disp ersion

Eine Kontrolle der Dispersion erfordert, dassdie Gr•o�e und das Vorzeichen der Phase
� (k; t) experimentell eingestellt werden k•onnen. Gleichung (2.8) zeigt, dass die Phase
die Massem desAtoms als Parameter enth •alt. In Abschnitt 2.1.2wird gezeigt,dassun-
ter bestimmten Bedingungendie Massem in der Dispersionsrelation(und damit in der
Phase) durch einen experimentell kontrollierbaren Parameter, die e�ektiv e Masseme� ,
ersetzt werden kann. Damit ist es also m•oglich, dem Wellenpaket w•ahrend der Propa-
gation nach Belieben eine quadratische Phasemit positiver oder negativer Kr •ummung
aufzupr•agen.In beiden F•allen entspricht die quadratische Phaseeiner Verbreiterung im
Ortsraum gegen•uber dem anf•anglichen unsch•arfebegrenztenWellenpaket.

2Die hier angegebene Dispersionszeit ist die relevante Zeitskala f•ur das Zer
ie�en eines Gau�schen
Wellenpaketes. F•ur ein Wellenpaket mit Sekans-Hyperbolikus-Form muss � x(0) durch die Solitonbreite
x0 ersetzt werden (siehe Abschnitt

"
Atomare Gap-Solitonen\ , S.18).
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2.1 Lineare Dispersion von Materiewellen

Abbildung 2.1: Dispersionsmanagement f•ur Materiewellen: •Uber die e�ektiv e Masse kann
die Dispersionexperimentell kontrolliert werden.Einer quadratischen Phaseim Impulsraum ent-
spricht eine Verbreiterung im Ortsraum.

In Abb. 2.1 ist ein Testexperiment f•ur Dispersionsmanagement dargestellt: Ein bei
t = 0 unsch•arfebegrenztesGau�schesWellenpaket propagiert in einemerstenSchritt bis
t = t1 bei positiver e�ektiv er Masseme� ; 1 > 0 (

"
normale Dispersion\ ). Es akkumuliert

dabei eine quadratische Phase� (k; t) mit positiver Kr •ummung und l•auft r•aumlich aus-
einander. Zum Zeitpunkt t = t1 wird auf negative e�ektiv e Masseme� ; 2 < 0 (

"
anomale

Dispersion\ ) umgeschaltet. W•ahrend dieseszweiten Schrittes akkumuliert dasWellenpa-
ket eine quadratische Phasemit negativer Kr •ummung. Diesebaut die im ersten Schritt
aufgesammeltePhasekontinuierlich ab. Die Breite desWellenpaketesreduziert sich ent-
sprechend. Zum Zeitpunkt t2 = t1 +

�
�
�

me� ; 2
me� ; 1

�
�
� wird wieder die anf•angliche lineare Phase

und damit die unsch•arfebegrenzteBreite erreicht. Eine weitere Propagation bei negati-
ver e�ektiv er Massew•urde nicht zu einer zus•atzlichen KompressiondesWellenpaketes,
sondernwieder zu einer Expansion f•uhren, da dabei eine quadratische Phase� (k; t) mit
negativer Kr •ummung akkumuliert werden w•urde3.

Alternativ kann man das Experiment auch folgenderma�en verstehen:Im unsch•arfe-
begrenzten Anfangswellenpaket besteht keine Korrelation zwischen dem Ort und der
Impulsverteilung. Im ersten Schritt ist die e�ektiv e Massepositiv, so dassdie Gruppen-
geschwindigkeit vg(k) in k monoton steigt (

"
normale Dispersion\ ). Bei der Propagation

sammelnsich daher im vorderenTeil desWellenpaketesBeitr •agevon Wellenvektoren mit
k > k0 und im hinteren Teil solche mit k < k0. Im zweiten Schritt ist me� < 0, die Grup-
pengeschwindigkeit f•allt also monoton in k (

"
anomaleDispersion\ ). Die zum Zeitpunkt

t1 vorhandeneKorrelation zwischen dem Ort und der Impulsverteilung wird wieder ab-
gebaut, bis zum Zeitpunkt t2 dasWellenpaket wieder unsch•arfebegrenzt ist. Eine weitere
Propagation bei anomaler Dispersion w•urde zu einer entgegengesetzenKorrelation und
damit wieder zu einer Verbreiterung desWellenpaketesf•uhren.

3Da bei der hier besprochenen freien Propagation die Impulsbreite erhalten bleibt, kann aufgrund der
Heisenbergschen Unsch•arferelation die anf•angliche Ortsbreite nicht unterschritten werden. Treten dage-
gen •ortlic h inhomogene Kr •afte (z.B. Atom-A tom-Wechselwirkung) auf, ver•andert sich die Impulsbreite
und eine Kompression des Wellenpaketes unter die anf•angliche Breite ist m•oglich (vgl. Abschnitt 2.2.2).
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Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

2.1.2 Dispersion in einem periodischen Potential

Die Manipulation der Dispersionsrelation und damit die Kontrolle •uber die Dispersion
von Materiewellengelingt mit Hilfe einesperiodischenPotentials. In unseremExperiment
wird diesesPotential durch eine weit verstimmte optische Stehwelle der Wellenl•ange �
erzeugt (sieheAbschnitt 3.2). E�ektiv bewegensich die Atome in einem Potential

V (x) =
V0

2
cos(Gx) +

V0

2
(2.9)

mit G = 2�
d , wobei d = �

2 die Periode des Potentials bezeichnet. Die Modulationstiefe
V0 desperiodischen Potentials ist bei den im Rahmen dieserArb eit vorgestellten Expe-
rimenten von der Gr•o�enordnung der Gitterr •ucksto�-Energie E rec = ~2k2

rec=2m. Dabei
steht krec = G=2 f•ur den Gitterr •ucksto�-Impuls. Unter bestimmten Bedingungen kann
das periodische Potential formal aus der Bewegungsgleichung entfernt werden, indem
das aus der Festk•orper-Physik bekannte Konzept der e�ektiv en Masse [31] verwendet
wird.

Blo ch-Theorem und Bandstruktur

DasBloch-Theorem[37]besagt,dassjederEigenzustand� n;k (x) desHamilton-Op erators
Ĥ f•ur ein beliebigesperiodischesPotential U(x),

Ĥ � n;k (x) :=
�

�
~2

2m
@2

@x2 + U(x)
�

� n;k (x) = En;k � n;k (x); (2.10)

als Produkt aus einer Funktion un;k (x) mit der Periodizit •at d des Potentials und einer
ebenenWelle mit Wellenvektor k geschrieben werden kann:

� n;k (x) = un;k (x) eik x ; un;k (x + d) = un;k (x) f•ur alle x: (2.11)

F•ur das vorliegendekosinusf•ormige Potential (2.9) wird (2.10) zur Mathieu-Di�eren tial-
gleichung, deren L•osungendurch die Mathieu-Funktionen gegeben sind [38, 39].

Abbildung 2.2a zeigt die DispersionsrelationE = En (k) der Blochfunktionen � n;k (x)
f•ur eine typische Potentialst •arke V0. Sie ist eineperiodische Funktion desQuasiimpulses
k mit einer Periode 2� =d. Durch das periodische Potential entstehen aufgrund von Ni-
veauabsto�ung B•ander, die durch Bandl•ucken getrennt sind. Die Gr•o�e der Bandl•ucken
h•angt dabei von der Modulationstiefe V0 desperiodischen Potentials ab.

Besondersrelevant f•ur die in dieserArb eit vorgestelltenExperimente ist dasunterste
Band E1(k): Im Zentrum der Brillouin-Zone (jkj � krec) weicht es bei kleinen Modu-
lationstiefen nur unwesentlich von der quadratischen Dispersionsrelation freier Teilchen
ab. Am Rand der Brillouin-Zone ist die Dispersionsrelation hingegenstark modi�ziert.
Dieser Umstand wird zur experimentellen Realisierungvon Dispersionsmanagement ge-
nutzt.

Dynamik der Blo chwellen

Prinzipiell kann jedesbeliebigeWellenpaket nach den Blochwellen entwickelt werden,da
dieseeine Basis desHilb ertraums darstellen. Die Dynamik ist dann durch die Dispersi-

8



2.1 Lineare Dispersion von Materiewellen

Abbildung 2.2: Numerisch bestimmte Bandstruktur von Atomen in einem periodischen Po-
tential der Modulationstiefe V0 = 0:7E rec . a) Energien der ersten drei B•ander: Die Energiel•ucke
zwischen den beiden ersten B•andern ver•andert die Dispersionsrelation am Rand der Brillouin-
Zone drastisch. Die Energiel•ucke zwischen dem zweiten und dritten Band ist dagegensehr viel
kleiner. Die parabolische N•aherungder Bandstruktur (gestrichelt) entspricht der N•aherungkon-
stanter e�ektiv er Masse.b) Gruppengeschwindigkeit vg(k) im untersten Band. c) E�ektiv e Masse
me� (k) im untersten Band. Gr•un hinterlegt ist der Bereich ann•ahernd konstanter positiver ef-
fektiver Masse(normale Dispersion), gelb hinterlegt der Bereich ann•ahernd konstanter negativer
e�ektiv er Masse(anomale Dispersion).
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Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

onsrelation En (k) festgelegt:

	( x; t) =
X

n

Z krec

� krec

an (k) � n;k (x) e� i
~ En (k)t dk: (2.12)

Bei Kenntnis der Entwicklungskoe�zien ten an (k) l•asst sich diesesIntegral mit Hilfe der
Dispersionsrelationund der Blochfunktionen auswerten, die ausder konkreten Form des
periodischen Potentials bestimmt werden k•onnen.

Dispersionsmanagement in der oben beschriebenenForm ist m•oglich, wenn folgende
zwei Bedingungenerf•ullt sind:

1. Die Atome m•ussenin einemEnergieband(•ublicherweisen = 1) pr•apariert werden.
Falls keine •Uberg•ange in h•ohere B•ander durch Atom-Atom-Wechselwirkung oder
externeKr •afte induziert werden,beschr•ankt sich die Dynamik auf daseinebesetzte
Band. Im Folgendenwird nur noch n = 1 ber•ucksichtigt.

2. Die Quasiimpulsverteilung an (k) muss schmal sein im Vergleich zur Breite 2krec

der Brillouin-Zone. Gem•a� der Heisenbergschen Unsch•arferelation bedingt dies f•ur
die Breite der Einh•ullenden A(x; t) desWellenpaketes � x � d.

Im Rahmender
"
e�ektiv e-Masse-N•aherung\ [31] wird dasEnergiebandE(k) um den

zentralen Quasiimpuls der Verteilung a(k) bis zur zweiten Ordnung in k entwickelt

E (k) � E (k0) + ~vg(k0)(k � k0) +
~2

2me�
(k � k0)2; (2.13)

wobei die Gruppengeschwindigkeit und die e�ektiv e Massegegeben sind durch:

vg(k0) =
1
~

@E(k)
@k

�
�
�
�
k0

;
1

me�
=

1
~2

@2E(k)
@k2

�
�
�
�
k0

: (2.14)

Die Verl•aufe von vg(k) und me� (k) sind in Abb. 2.2b bzw. c f•ur eine typische Potenti-
alst•arke V0 = 0:7E rec gezeigt. Sie sind wie auch die Bandstruktur periodisch in k. Die
Gruppengeschwindigkeit nimmt bei den Quasiimpulsenk+

1 und k�
1 ihre Extremalwerte

vg,max bzw. vg,min an. Der Betrag jvg,max j = jvg,min j ist charakteristisch f•ur die St•arke des
periodischen Potentials. Die e�ektiv e Masseist im Zentrum der Brillouin-Zone positiv
und f•ur schwache Potentiale gilt dort me� � m. Bei den Quasiimpulsenk �

1 divergiert die
e�ektiv eMasse,sodassdie Dispersionhier stark unterdr •uckt ist. Am Rand der Brillouin-
Zone nimmt me� negative Werte an. Bei schwachem Potential ist jme� j hier sehr klein,
die Dispersion also ausgesprochen stark. F•ur Dispersionsmanagement kann die e�ektiv e
Massekontrolliert werden, indem Wellenpakete bei unterschiedlichen Potentialst •arken
V0 und verschiedenenzentralen Quasiimpulsenk0 pr•apariert werden.

Die Wellenfunktion wird nun in der Form 	 k0 (x; t) = � k0 (x) e� i
~ E (k0 )t A(x; t) ge-

schrieben, d.h. die schnellen Oszillationen der Wellenfunktion werdendurch die zentrale
Blochfunktion aufgefangenund A(x; t) beschreibt die Einh•ullende des Wellenpaketes.
Unter der Annahme, dass sich der gitterp eriodische Anteil uk (x) der Blochfunktionen
wesentlich langsamermit k •andert alsdie Entwicklungskoe�zien ten a(k) (vgl. Bedingung
2), gilt: � k (x) = uk (x) eik x � uk0 (x) eik x . Die Verwendung der N•aherung (2.13) liefert
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2.1 Lineare Dispersion von Materiewellen

dann eine einfache Bewegungsgleichung f•ur die Einh•ullende A(x; t) des Wellenpaketes
	( x; t):

i~
�

@
@t

+ vg
@

@x

�
A(x; t) = �

~2

2me�

@2

@x2 A(x; t): (2.15)

In einem mit der Geschwindigkeit vg mitb ewegten Bezugssystempropagiert A(x; t) also
wie die Wellenfunktion einesfreien Teilchensmit modi�zierter Masse.

Bei Quasiimpulsbreiten, die gr•o�er sind als der Bereich ann•ahernd konstanter e�ekti-
ver Masse,m•ussenin der Entwicklung (2.13) auch h•ohereTerme ber•ucksichtigt werden.
Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurden auch die daraus resultierenden Verformungen
des Wellenpaketes (insbesonderedie E�ekte der Punkte mit divergierender e�ektiv er
Masse)systematisch untersucht.

Pr •aparation in der Brillouin-Zone

Die Pr•aparation einesWellenpaketesim k-Raum an einemvorgegebenenzentralen Qua-
siimpuls k0 l•auft in zwei Schritten ab:

1. Im ersten Schritt wird das periodische Potential mit einer linearen Amplituden-
rampe V0(t) = V0 t=� 1 der Dauer � 1 eingeschaltet. Dies f•uhrt zu einer adiabatischen
Pr•aparation desWellenpaketesim Zentrum der Brillouin-Zone, falls � 1 hinreichend
lang gew•ahlt wird und sich dasperiodischePotential relativ zu denAtomen in Ruhe
be�ndet.

2. Im zweiten Schritt wird das periodische Potential mit einer linearen Geschwindig-
keitsrampe v(t) = � v0 t=� 2 der Dauer � 2 auf die Geschwindigkeit � v0 beschleunigt.
Dadurch wirkt im Bezugssystemder Stehwelle eineScheinkraft Fvir = mv0=�2, die
gem•a� ~_k = F die Quasiimpulsverteilung von k0(� 1) = 0 auf k0(� 1 + � 2) = mv0=~
verschiebt. Bei adiabatisch langsamerBeschleunigung bleiben die Atome dabei im
untersten Energieband.

Bezeichnet jn; ki die Blochzust•andemit EnergienEn (k), solautet dasAdiabatizit •ats-
kriterium bez•uglich •Uberg•angenin h•ohereB•ander

�
�
�
�hn; k(t)j

@
@t

j1; k(t)i

�
�
�
�

2

�
jEn (k(t)) � E1(k(t)) j2

~2 : (2.16)

Gleichung (2.16) zeigt, dassaufgrund der bei V0 = 0 verschwindenden Energiel•ucke ein
adiabatischesHochrampendesperiodischenPotentials am Rand der Brillouin-Zone nicht
m•oglich w•are und daher obige Pr•aparation in zwei Schritten notwendig ist.

Eine obere Grenze f•ur die Dauer � 2 der Beschleunigung ist durch die Forderung
gegeben, dassdie Dynamik desWellenpaketes im Wesentlichen erst nach Abschluss des
Pr•aparationsprozessesstatt�nden soll. Es muss daher � 2 � Td und im nichtlinearen
Fall zus•atzlich � 2 � Tnl erf•ullt sein, wobei Td und Tnl die Dispersionszeit bzw. die
nichtlineare Zeit (sieheAbschnitt 2.2.2) bezeichnen. DieseGr•o�en sind charakteristische
Zeitskalen f•ur die jeweilige Dynamik.

Um die Pr•aparationszeit in dem meist verwendeten Fall k0 = krec unter Beachtung
desAdiabatizit •atskriteriums m•oglichst kurz zu halten, wurde die Geschwindigkeitsram-
pe bei einigen Experimenten in zwei ebenfalls lineare Teilrampen unterteilt mit jeweils
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Abbildung 2.3: Pr•aparation in der Brillouin-Zone: Im ersten Schritt wird das Wellenpaket
durch langsamesHochrampen einer optischen Stehwelle adiabatisch bei k0 = 0 pr•apariert. Im
zweiten Schritt wird die Verstimmung von einemder beidenLaserstrahlenvon 0 auf � � gerampt.
Dadurch wird das periodische Potential auf eine Geschwindigkeit v0 = � c� �

2� sw
beschleunigt und

das Wellenpaket an einem zentralen Quasiimpuls k0 = mv0=~ pr•apariert.

der Dauer � 2=2. In der erstenTeilrampe wird dasperiodische Potential von 0 auf 0:8vrec

beschleunigt und in der zweiten Teilrampe weiter auf vrec. Die Photonen-R•ucksto�ge-
schwindigkeit ist dabei gegeben durch vrec = ~krec=m. Typische Zeiten in unserenExpe-
rimenten sind � 1=4{6 ms und � 2=1.3 ms. Numerische Rechnungenzeigen,dassdiesauch
im Fall wechselwirkender Atome eine hinreichend adiabatische Pr•aparation sicherstellt.

Abbildung 2.3 zeigt schematisch die experimentelle Realisierung des Pr•aparations-
vorgangs:Das periodische Potential ist experimentell durch eineoptische Stehwelle reali-
siert, die gegen•uber dem D2- •Ubergangbei 780.24nm um einigeNanometer rotverstimmt
ist. DieseStehwellewird durch zwei kolineare,gegenl•au�ge Laserstrahlender Wellenl•ange
� sw = c=�sw erzeugt. Mittels einer Verstimmung � � des einen Laserstrahls gegen•uber
dem anderen wird das periodische Potential auf eine Geschwindigkeit v0 = � c� �

2� sw
be-

schleunigt. Dies entspricht einer Verschiebung desWellenpaketesim Quasiimpuls-Raum
von k0 = 0 nach k0 = mv0=~.

2.2 Bose-Einstein-Kondensation

Mit der erstenexperimentellen Realisierungvon Bose-Einstein-Kondensationverd•unnter
atomarer Gaseim Jahr 1995[9, 10] wurde ein neuesFenster in die Quantenwelt ge•o�net.
Die Atome im Kondensatk•onnendurch einegemeinsamemakroskopischeWellenfunktion
beschrieben werden. Dies erm•oglicht eine direkte Beobachtung der Entwicklung eines
koh•arenten Materiewellenpaketes im Ortsraum. In diesem Abschnitt wird die Theorie
von Bose-Einstein-Kondensaten(BECs) kurz vorgestellt, soweit sie f•ur die im Rahmen
dieser Arb eit durchgef•uhrten Experimente relevant ist. Ausf•uhrliche Diskussionender
Physik von BECs �nden sich in zahlreichen •Ubersichtsartik eln, zum Beispiel in [40, 41].
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2.2 Bose-Einstein-Kondensation

2.2.1 Grundlagen

Bose-Einstein-Kondensationberuht auf der Ununterscheidbarkeit und der Wellennatur
von Teilchen.Bereits in denJahren 1924{1925sagtenS.Bose[3] und A. Einstein [2] theo-
retisch voraus, dassin einem homogenenSystemvon Bosonenoberhalb einer kritischen
Phasenraumdichte

Dc = n� 3
dB = � (3=2) � 2:612 (2.17)

der Grundzustand makroskopisch besetztwird. Dabei bezeichnet n die r•aumliche Dichte
der Bosonenund

� dB =
�

2� ~2

mkB T

� 1=2

(2.18)

die thermische deBroglie-Wellenl•ange f•ur ein Teilchen der Massem in einem Gas der
Temperatur T. Die deBroglie-Wellenl•ange � dB kann als die Ortsunsch•arfe angesehen
werden, die mit der thermischen Impulsverteilung assoziiert ist. Bei der kritischen Pha-
senraumdichte ist � dB von der Gr•o�enordnung desmittleren Teilchenabstandsn � 1=3.

Vom experimentellen Standpunkt aus sind BECs in harmonischen Fallen besonders
interessant, da sie inhomogeneund •ortlich begrenzteSystemedarstellen. Dies bewirkt,
dass sich der Phasen•ubergang nicht nur im Impuls-, sondern auch im Ortraum zeigt.
Bei vorgegebener Atomzahl N wird der Grundzustand einer harmonischen Falle f•ur
Temperaturen unterhalb einer kritischen Temperatur

Tc =
~! ho

kB

�
N

� (3)

� 1=3

� 0:94
~! ho

kB
N 1=3 (2.19)

makroskopisch besetzt.Dabei ist ! ho = (! x ! y ! z)1=3 dasgeometrische Mittel der Fallen-
frequenzen.Dies gilt f•ur wechselwirkungsfreie Bosonen im thermodynamischen Limes.
Gleichung (2.19) zeigt, dassdie kritische Temperatur Tc mit der Atomzahl N abnimmt.
Dies erschwert die experimentelle Erzeugungreiner Kondensatemit sehr kleinen Atom-
zahlen.

Gross-Pitaevskii-Gleic hung

Die Dynamik einesschwach wechselwirkendenBECs kann in Mean�eld-N •aherungdurch
die Gross-Pitaevskii-Gleichung (GPE) f•ur den Erwartungswert des Feldoperators
	( r ; t) = h	̂( r ; t)i beschrieben werden [42, 43, 44]. 	( r ; t) hat die Bedeutung einesOrd-
nungsparametersund wird auch als die

"
Wellenfunktion des Kondensats\ bezeichnet,

da die Dichte des Kondensats •uber n(r ; t) = j	( r ; t)j2 festgelegt ist. Die GPE enth•alt
mehrere N•aherungen, jedoch stellt sie f•ur kleine Temperaturen (T � Tc) und gro�e
Kondensate(N � 1) eine gute Approximation dar.

In einem verd•unnten Gas bei niedriger Temperatur sind nur bin•are St•o�e relevant
und die Wechselwirkung kann durch einen einzigenParameter, die s-Wellen-Streul•ange
a, beschrieben werden. Das Atom-Atom-Wechselwirkungspotential V (r 0� r ) wird dann
durch ein Pseudopotential g � � (r 0� r ) ersetzt, wobei die Kopplungskonstante g durch

g =
4� ~2a

m
(2.20)

13



Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

gegebenist. DasPotential ist f•ur negativeStreul•angeattraktiv und f•ur positiveStreul•ange
repulsiv. Der Wert von a kann prinzipiell durch ein statischesexternesMagnetfeld mit-
tels Feshbach-Resonanzenexperimentell in Betrag und Vorzeichen kontrolliert werden
[28, 29, 30]. Bei den in dieser Arb eit verwendeten kleinen Magnetfeldern ist f•ur 87Rb
die Streul•ange jedoch immer positiv, so dass im Folgenden nur noch der Fall a > 0
betrachtet wird.

Mit den obigen De�nitionen und N•aherungenlautet die Gross-Pitaevskii-Gleichung
(GPE) f•ur ein BEC in einem externen Potential Vext (r ; t):

i~
@
@t

	( r ; t) =
�

�
~2r 2

2m
+ Vext (r ; t) + gj	( r ; t)j2

�
	( r ; t): (2.21)

Die Wellenfunktion ist dabei auf die Atomzahl normiert,
R

j	 j2 d3r = N .

Berec hnung des Grundzustandes

Der station•areGrundzustand einesBose-Einstein-Kondensatsin einembeliebigenPoten-
tial hat die Form 	( r ; t) = 	( r )e� i

~ �t mit dem chemischen Potential � . Bei nicht mitein-
ander wechselwirkendenAtomen ist die Wellenfunktion desKondensatsdurch

p
N 	 0(x)

gegeben, wobei 	 0(x) die Wellenfunktion desEinteilchen-Grundzustandsin dem Poten-
tial bezeichnet. F•ur wechselwirkende Atome ist die Berechnung des Kondensat-Grund-
zustands bzw. der entsprechendenDichteverteilung hingegenim allgemeineneine nicht
triviale Aufgabe. Im Fall harmonischer Fallen stehen jedoch verschiedene numerische
bzw. analytische N•aherungsmethoden zur Verf•ugung [45, 46, 47]. Der entscheidendePa-
rameter f•ur die Wahl einer N•aherungsmethode ist dabei dasVerh•altnis ausnichtlinearer
und kinetischer Energie 
 := Enl

Ek in
.

Thomas-F ermi-N •aherung F•ur gro�e Nichtlinearit •at (
 � 1) kann der kinetische
Term in der Gross-Pitaevskii-Gleichung vernachl•assigt werden (Thomas-Fermi-N•ahe-
rung), d.h. die zu (2.21) korrespondierendestation•are GPE vereinfacht sich zu

� 	( r ) =
�

Vext (r ) + gj	( r )j2
	

	( r ): (2.22)

F•ur Kondensatein einemharmonischenFallenpotential mit denFallenfrequenzen! x , ! y ,
! z ist die Bedingung 
 � 1 erf•ullt, wenn N a

aho
� 1, wobei aho :=

p
~=m! ho die mittlere

Oszillatorl •ange bezeichnet. In der Thomas-Fermi-N•aherung lassen sich dann einfache
analytische Ausdr•ucke f•ur wichtige Gr•o�en berechnen [41]:

Die Dichteverteilung desKondensatskann (mit Ausnahme einesschmalen Randbe-
reiches) in guter N•aherung durch

n(r ) =

(
g� 1 [� � Vext (r )] f•ur � � Vext (r )

0 sonst
(2.23)

beschrieben werden. Das chemische Potential ergibt sich dabei aus der Normierung der
Wellenfunktion zu

� =
�

152ma2~4

32

� 1=5

N 2=5! 6=5
ho : (2.24)
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2.2 Bose-Einstein-Kondensation

Das Kondensat hat bei einemharmonischen Fallenpotential alsoeineparabolische Dich-
teverteilung mit den Thomas-Fermi-Radien

Rtf ;i =

s
2�

m! 2
i

=
�

15a~2

m2

� 1=5 N 1=5! 3=5
ho

! i
(i = x; y; z): (2.25)

DieseGleichungengelten f•ur die Thomas-Fermi-N•aherungder 3D-Gross-Pitaevskii-Glei-
chung.

Falls in einer axialsymmetrischen Situation (d.h. ! y = ! z =: ! ? ) die transversalen
Freiheitsgrade ausgefrorensind, wird die Dynamik des Systems durch die 1D-Gross-
Pitaevskii-Gleichung (2.31) beschrieben (siehedetailiertere Erl •auterung dort). Unter der
Voraussetzung
 � 1 bzw. N a

a2
? =ax

� 1 kann in der entsprechenden station•aren 1D-

GPE wieder die kinetische Energie vernachl•assigt werden. In dieser1D-Thomas-Fermi-
N•aherung gilt f•ur das chemische Potential

� =
�

9a2~2m
8

� 1=3

(N ! ? ! x )2=3: (2.26)

Die Dichteverteilung ist dann f•ur x � Rtf ;x durch

n(r ) =
�

g1d

"

1 �
�

x
Rtf ;x

� 2
#

� j	 ? (y; z)j2 (2.27)

gegeben und sonst 0. Dabei bezeichnen 	 ? (y; z) die auf 1 normierte Grundzustand-
Wellenfunktion destransversalenOszillators und

Rtf ;x =
�

3a~
m

� 1=3 �
N ! ?

! 2
x

� 1=3

(2.28)

den Thomas-Fermi-Radius in axialer Richtung.
Ein Vergleich der Formeln (2.24) und (2.26) f•ur das chemische Potential bzw. von

(2.25) und (2.28) f•ur die Thomas-Fermi-Radien in den beiden F•allen zeigt, dass die
Abh•angigkeit dieserGr•o�en von der Atomzahl N sich mit der Dimension desbeschrie-
benenSystems•andert.

E�ektiv e Fallenfrequenzen F•ur kleinere Nichtlinearit •at 
 . 1 bietet folgendevon
Baym und Pethick [48] vorgeschlagenenumerische Methode eine bessereBeschreibung.
Die exakte Grundzustandsenergiedes Systems in Mean-Field-N•aherung ist durch das
Ginzburg-Pitaevskii-Gross-Energiefunktional gegeben, das der Gross-Pitaevskii-Glei-
chung zugrunde liegt. Als Ansatz f•ur die Wellenfunktion desKondensatsdient nun eine
Gau�funktion

	( r ) = N 1=2 (~! x ~! y ~! z)1=4
� m

� ~

� 3=4
exp

h
�

m
2~

(~! xx2 + ~! yy2 + ~! zz2)
i

; (2.29)

wobei die so genannten e�ektiv en Fallenfrequenzen ~! i Variationsparameter sind. Die
Grundzustandsenergieist dann durch eine analytische Funktion E(~! x ; ~! y ; ~! z) gegeben.
Eine Minimierung der Energie bez•uglich (~! x ; ~! y ; ~! z) liefert die gesuchten e�ektiv en Fal-
lenfrequenzen.Bei repulsiver Wechselwirkung sind dieseimmer kleiner als die Fallenfre-
quenzen! i desPotentials. Dies entspricht einem gegen•uber dem wechselwirkungsfreien
Fall weiter ausgedehnten Grundzustand mit niedrigerer Dichte im Fallenzentrum.
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Abbildung 2.4: Wellenleiter f•ur Atome. Bei hinreichend kleiner linearer Dichte be�nden sich
die Atome transversal im Grundzustand und die Dynamik ist auf eine Dimension begrenzt.

Propagation im W ellenleiter

Die in dieser Arb eit vorgestellten Experimente wurden alle in einem eindimensionalen
Wellenleiter durchgef•uhrt, der die Atome transversal in ein harmonischesPotential

Vwg =
1
2

m! 2
? (y2 + z2) (2.30)

einschlie�t, sie aber longitudinal (fast) frei propagierenl•asst (Abb. 2.4). F•ur nicht wech-
selwirkendeAtome ist die GPE mit diesemPotential separabel und die Wellenfunktion
kann als Produkt aus einem longitudinalen und einem transversalenAnteil geschrieben
werden, 	( r ) = 	( x)	 ? (y; z). Bei wechselwirkendenAtomen sind die transversalenund
die longitudinalen Freiheitsgradedurch den nichtlinearen Term in der GPE miteinander
gekoppelt. Solangedie nichtlineare Energiekleiner als die Energie~! ? transversalerAn-
regungenist, stellt der obige Produktansatz in diesemFall jedoch eine gute N•aherung
dar. Das Kondensat beh•alt dann auch w•ahrend der Propagation l•angsdesWellenleiters
einen anf•anglich pr•aparierten transversalenZustand bei, der Wellenleiter ist dynamisch
eindimensional.

In erster N•aherung kann f•ur den transversalenGrundzustand der wechselwirkenden
Atome der Grundzustand des transversalen Oszillators mit der Oszillatorl •ange a? =p

~=m! ? verwendet werden. Der obige Separationsansatzf•uhrt dann auf die 1D-Gross-
Pitaevskii-Gleichung:

i~
@
@t

	( x; t) =
�

�
~2

2m
@2

@x2 + Vext (x; t) + g1dj	( x; t)j2
�

	( x; t): (2.31)

Dabei ist g1d = g=2� a2
? = 2a~! ? und 	( x; t) ist auf die Atomzahl N normiert. Mit

diesemAnsatz lautet die Bedingung f•ur dynamische Eindimensionalit•at

n1d,max = maxx
�
j	( x; t)j2

�
�

1
2a

: (2.32)

F•ur 87Rb ergibt sich damit [49]einemaximal erlaubte lineareDichte von 87Atomen/ � m.

2.2.2 Propagation in einem periodischen Potential

Die Wellenfunktion einesBECs in dem periodischen Potential (2.9) in einer dynamisch
eindimensionalenSituation entwickelt sich gem•a�

i~
@
@t

	( x; t) =
�

�
~2

2m
@2

@x2 +
V0

2
cos(2�

x
d

) + g1dj	( x; t)j2
�

	( x; t): (2.33)

Neben der ver•anderten Dispersionsrelation spielt hierbei auch die Nichtlinearit •at eine
entscheidendeRolle und durch das Zusammenwirken der beiden Beitr •age treten v•ollig
neuePh•anomeneauf (sieheAbschnitt

"
Atomare Gap-Solitonen\ , Seite 18).
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2.2 Bose-Einstein-Kondensation

Abbildung 2.5: Verlauf desFaktors � nl in Abh•angigkeit desQuasiimpulsesk f•ur verschiedene
Modulationstiefen V0 desperiodischen Potentials.

E�ektiv e-Masse-Theorie f •ur schwache Nic htlinearit •at

Aufgrund des nichtlinearen Terms in der GPE sind die Blochfunktionen � n;k (x) keine
Eigenfunktionen von (2.33). Unter folgendenbeidenBedingungenkann der Formalismus
der e�ektiv en Massedennoch auch auf die GPE •ubertragen werden:

1. Wie im linearen Fall mu� die Breite der Verteilung des Wellenpaketes im Quasi-
impulsraum schmal sein gegen•uber der Breite der Brillouinzone. Dies erm•oglicht
die Beschreibung durch eine langsamver•anderliche Einh•ullende.

2. Die Nichtlinearit •at darf nur einekleine St•orung darstellen,d.h. die maximale Nicht-
linearit •at mu� klein seingegen•uber der Bandl•uckeEgap •uber demniedrigstenBand.
Dann k•onnen Kopplungen an h•ohereB•ander vernachl•assigt werden und esgen•ugt
das unterste Band zur Beschreibung der Dynamik.

Analog zum linearen Fall wird die Wellenfunktion angesetztals das Produkt aus einer
Blochfunktion � k0 im untersten Energieband,wobei k0 wieder das Zentrum der Quasi-
impulsverteilung bezeichnet, und einer langsamvariierenden Einh•ullenden A(x; t):

	( x; t) = � k0 (x) e� i
~ E (k0 )t A(x; t): (2.34)

Dies f•uhrt im Rahmen desKonzepts der e�ektiv en Masse[50] oder einer multiple scales
Analyse [51] auf folgendee�ektiv e 1D-Gross-Pitaevskii-Gleichung f•ur die Einh•ullende:

i~
�

@
@t

+ vg
@

@x

�
A(x; t) =

�
�

~2

2me�

@2

@x2 + � nl g1djA(x; t)j2
�

A(x; t): (2.35)

Die Gruppengeschwindigkeit vg und die e�ektiv e Masseme� sind dabei wie in (2.14)

de�niert. Die Blochfunktionen sind gem•a� d� 1
Rd=2

� d=2 jun;k 0 (x)j2 dx = 1 normiert, w•ahrend
die Einh•ullende •uber [�1 ; 1 ] auf die Atomzahl N normiert ist. Der Vorfaktor � nl =
d� 1

Rd=2
� d=2 jun;k 0 (x)j4 dx nimmt f•ur schwache Potentiale (V0 � Erec) Werte zwischen 1.0

und 1.6 an (siehe Abb. 2.5). Er ber•ucksichtigt die aufgrund der Dichtemodulation im
periodischen Potential erh•ohte Nichtlinearit •at.

Hiermit kann nun die 2. Bedingung von oben konkretisiert werden: F•ur schwache
Potentiale ist Egap � V0=2, so dassdie Bedingung schlie�lic h lautet:

n1d,max = maxx
�
jA(x; t)j2

�
�

V0

4� nl ~! ? a
: (2.36)
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Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

Abbildung 2.6: Solitonen verschiedenenTyps und verschiedenerOrdnung. a) Dunkles Soliton
erster Ordnung auf einem breiten Hintergrund f•ur me� � g1d > 0. b) Helles Soliton erster Ord-
nung f•ur me� � g1d < 0. c) Helles Soliton dritter Ordnung mit derselben Anfangswellenfunktion
wie bei b) aber 9 mal so gro�er Atomzahl. Man beachte die unterschiedlichen Achsenskalierun-
gen in den Graphen a),b),c). d) Helle Solitonen bei attraktiv er interatomarer Wechselwirkung
(g1d < 0) sind auch ohnedie Anwendungvon Dispersionsmanagement realisierbar. In diesemFall
ist die solitonische L•osung durch die Wellenfunktion 	( x; t) selbst gegeben. e) Die Erzeugung
eineshellen Solitons bei repulsiver Atom-Atom-Wechselwirkung (g1d > 0) ist nur f•ur anomale
Dispersion (mef f < 0) m•oglich. Diese wird durch Dispersionsmanagement mittels periodischer
Potentiale, die eineModulation der Wellenfunktion bewirken, realisiert. Hier zeigt nicht die Wel-
lenfunktion selbst,sondernderenEinh•ullende A(x; t) solitonischesVerhalten. Im Graphen ist die
Modulationsperiode der Wellenfunktion zur besserenDarstellbarkeit um den Faktor 4 vergr•o�ert
abgebildet.

F•ur V0 = Erec, k0 = krec und eine typische Fallenfrequenzvon ! ? = 2� � 100Hz mu� die
lineare Dichte kleiner als 1040 Atome/ � m sein. Diese Bedingung ist hier also weniger
streng als die Bedingung (2.32) f•ur dynamische Eindimensionalit•at.

Wie schon im linearen Fall erlaubt die Kontrolle der e�ektiv en Masseeine •Anderung
des kinetischen Terms in Betrag und Vorzeichen. Die •uber die Kopplungskonstante g
im nichtlinearen Term auftretende Massewird jedoch nicht durch die e�ektiv e Masse
ersetzt, da die charakteristische L•angenskala der Wechselwirkung a = 5:77nm � d ist
und das periodische Potential daher keine Auswirkungen auf die Kopplungskonstante
hat.

A tomare Gap-Solitonen

Die nichtlineare Schr•odingergleichung (2.35) ist formal identisch mit der Bewegungsglei-
chung f•ur Laserpulsein optischen Glasfasern,wobei Orts- und Zeitvariablen vertauscht
sind. Die Wechselwirkung zwischen den Atomen entspricht dabei der Selbst(de)fokus-
sierung aufgrund desKerr-E�ektes in der Optik.

Die Gleichung hat solitonische L•osungen[52]. F•ur me� � g > 0 treten dunkle Solitonen
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2.2 Bose-Einstein-Kondensation

(siehe Abb. 2.6a) auf. Unter einem dunklen Soliton versteht man ein schmales, zeitlich
nicht zer
ie�endes Dichteminimum mit einem Phasensprung� innerhalb einesbreiten
Untergrundes. F•ur me� � g < 0 unterst•utzt (2.35) helle Solitonen (siehe Abb. 2.6b,c),
d.h. L•osungen,bei denen das gesamte Kondensat als nicht zer
ie�endes Wellenpaket
propagiert.

Die beidenSpezialf•alle dunkler Solitonen bei repulsiver Wechselwirkung [26, 27] und
heller Solitonen bei attraktiv er Wechselwirkung [24, 25] wurden schon von verschiede-
nen Gruppen demonstriert. In diesenF•allen ist kein Dispersionsmanagement notwendig
(me� = m > 0) und die Wellenfunktion selbst zeigt solitonischesVerhalten.

In dieserArb eit werdennun zum erstenMal helle Solitonen f•ur repulsive Wechselwir-
kung (also me� < 0; a > 0) untersucht. Die negative e�ektiv e Massewird, wie erl•autert,
durch Verwendung einesperiodischen Potentials und Pr•aparation desWellenpaketesan
der Bandkante realisiert. Aufgrund der Nichtlinearit •at liegt die Energie dann in der
Bandl•ucke, weshalbman dieseKlassevon L•osungenauch als

"
helle Gap-Solitonen\ be-

zeichnet. Im Gegensatzzu den oben diskutierten F•allen zeigt bei Gap-Solitonennicht die
Wellenfunktion selbst, sondern deren Einh•ullende A(x; t) solitonisches Verhalten (siehe
Abb. 2.6d). Gap-Solitonen wurden in der nichtlinearen Faseroptik bereits demonstriert
[53, 54], f•ur BECs bisher aber nur theoretisch vorhergesagt[55, 50]. Im streng mathema-
tischen Sinn handelt essich bei Gap-Solitonennicht um Solitonen, sondernum

"
solit•are

Wellen\ , da die GPE mit periodischem Potential nicht integrabel ist [56].
Solitonen beruhen auf dem Zusammenspielvon Dispersion und Nichtlinearit •at. Mit

den beidenBeitr •agensind jeweils charakteristische Energien bzw. Zeiten verbunden,die
DispersionszeitTd und die nichtlineare Zeit Tnl :

Td =
jme� jx2

0

~
; Tnl =

~
� nl jg1djn1d,max

(2.37)

Dabei ist x0 die in (2.39) genauerde�nierte Breite der Einh•ullenden A(x; t = 0). F•ur ein
Soliton der Ordnung N (mit N 2 N) gilt:

Td = N 2Tnl : (2.38)

Die Einh•ullende desfundamentalen Solitons (N = 1, sieheAbb. 2.6b) ist gegeben durch

A(x; t) =

r
N

2x0
sech

�
x � vgt

x0

�
e� i �

4
t

Ts (2.39)

mit der Solitonbreite x0 und der Solitonperiode Ts:

x0 =
2~2

N jme� j� nl g1d
; Ts =

� jme� jx2
0

2~
: (2.40)

Das fundamentale Soliton beh•alt also seineBreite und Form •uber die Zeit bei. Es tritt,
wie schon erw•ahnt, bei repulsiver Wechselwirkung nur f•ur me� < 0 auf, kann also nur
am Rand der Brillouin-Zone generiert werden. Interessant ist die Tatsache, dassdassel-
be Wellenpaket im wechselwirkungsfreien Fall wegen jme� (krec)j < jme� (0)j hier sogar
schneller zer
ie�en w•urde als bei Pr•aparation im Zentrum der Brillouin-Zone. Eine repul-
sive Wechselwirkung wirkt also dem dispersiven Auseinander
iessendesWellenpaketes
entgegen. Dies ist einesehreindrucksvolle Manifestation der negativen e�ektiv en Masse.
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Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

F•ur das fundamentale Soliton ist n1d,max = N=2x0, so dass die Solitonbedingung
(2.38) bei gegebenenexperimentellen Parametern und gegebenerAnfangsbreite eineBe-
dingung an die Atomzahl N im Soliton ist:

N =
~

me� ! ? � nl ax0
: (2.41)

Ein Anfangswellenpaket derselben Form aber mit N 2-facher Atomzahl stellt ein Soliton
der Ordnung N dar. Solitonen mit N > 1 zeigenein periodisches

"
Atmen\ der Breite.

W•ahrend einer Solitonperiode Ts treten N � 1 Minima der Breite auf (sieheAbb. 2.6c).
Mit typischen experimentellen Parametern (V0 = 0:7E rec; ! ? = 2� � 85Hz; x0 = 6:5� m)
ergibt sich N = 244. Die reproduzierbare Erzeugung solch kleiner Kondensate stellt
sehr hohe experimentelle Anforderungen und war eine der Hauptschwierigkeiten f•ur die
Demonstration des hellen Gap-Solitons. Numerische Untersuchungen zeigen, dass So-
litonen stabil sind gegen•uber leichten Abweichungen von der durch (2.41) geforderten
Atomzahl und der sech-Form [22]. Dies wird durch die in Abschnitt 5.2 vorgestellten
experimentellen Ergebnissebest•atigt.

2.3 Numerische Metho den

F•ur einen quantitativ en Vergleich der experimentellen Ergebnissemit den theoretischen
Vorhersagenwurden verschiedene numerische Berechnungen und Simulationen durch-
gef•uhrt. Die zugrundeliegendenMethoden sollen hier kurz vorgestellt werden.

2.3.1 Berechnung der Bandstruktur und der Blochfunktionen

Die hier vorgestellte Methode zur numerischen Bestimmung der Bandstruktur und der
Blochfunktionen ist aus der Festk•orperphysik wohlbekannt [31]. Um aus der Eigenwert-
gleichung H � n;k = En;k � n;k eine numerisch verwendbareGleichung abzuleiten, werden
das periodische Potential und die Blochwellen nach ebenenWellen entwickelt:

V (x) =
X

G

VGeiGx ; � n;k (x) =

 
X

K

ck� K e� iK x

!

eik x : (2.42)

Aus dem Blochtheorem folgt, dassK als Werte nur ganzzahligeVielfache von G = 2krec

annimmt. Aufgrund der konkreten Form (2.9) des periodischen Potentials enth •alt die
Entwicklung von V(x) sogarnur die beiden Terme V� G = VG = V0

4 . Unter Verwendung
dieser Entwicklungen und der Orthogonalit •at der ebenen Wellen l•asst sich die Eigen-
wertgleichung in folgendesGleichungssystemumschreiben
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2.3 Numerische Methoden

wobei Tk� K = ~2

2m (k � K )2 ist. Das abz•ahlbar unendlich gro�e Gleichungssystemwird
numerisch durch Ber•ucksichtigung von J reziproken Gitterv ektoren K = m � G (m 2 Z)
n•aherungsweisegel•ost: Zu jedem Quasiimpuls k 2 [� krec; krec] ergeben sich eine Reihe
von Energieeigenwerten En;k mit jeweils dazugeh•origem Eigenvektor, d.h. mit der ent-
sprechendenBlochfunktion � n;k . Durch Di�eren tiation von En;k nach k k•onnen schlie�-
lich noch die Gruppengeschwindigkeit vg(k) und die e�ektiv e Masseme� (k) im n-ten
Band bestimmt werden.

2.3.2 Simulationen

Die nichtlineare Dynamik eines Bose-Einstein-Kondensatskann au�er in Spezialf•allen
nur numerisch berechnet werden. Eine in vielen F•allen sehr gute, jedoch recht rechen-
aufw•andigeMethode ist die unten beschriebeneSplit-Step-Technik. F•ur die Propagation
einesWellenpaketeswechselwirkungsfreierAtome in einemperiodischen Potential bietet
sich folgendewesentlich schnellere Methode an.

Lineare Propagation eines Blo ch-W ellenpak etes

Bei Abwesenheitvon interatomaren Wechselwirkungensind die Eigenzust•ande in einem
periodischen Potential durch die Blochwellen � n;k (x) = un;k (x)eik x gegeben. Betrachtet
sei hier ein Wellenpaket, das im untersten EnergiebandE1(k) = E1;k in einemschmalen
Bereich um einen zentralen Quasiimpuls k0 pr•apariert ist. Das Wellenpaket wird nun
nach den Blochwellen entwickelt und diesewerden einzeln propagiert:

	( x; t2) =
1

p
2�

Z 1

�1
f (k; t1) � 1;k (x) e� i E 1 ( k )

~ (t2 � t1 ) dk (2.44)

�
1

p
2�

u1;k0 (x)
Z 1

�1
f (k; t1) eik xe� i E 1( k )

~ (t2 � t1 ) dk: (2.45)

F•ur die N•aherung wurde vorausgesetzt,dasssich un;k im Bereich um k0 viel langsamer
mit k •andert als eik x . DieseBedingung ist in unserenExperimenten im Allgemeinensehr
gut erf•ullt. Man f•uhrt nun eine Funktion f (x; t) durch folgendeDe�nition ein:

	( x; t) =: u1;k0 (x) � f (x; t): (2.46)

Die ganzeDynamik des Systemswird also durch die Funktion f (x; t) beschrieben. In
obiger N•aherung ist f (k; t1) durch die Fouriertransformierte von f (x; t1) gegeben. Aus
(2.45) ergibt sich somit, dass bei Kenntnis der Dispersionsrelation E1(k) die zeitliche
Entwicklung von f und damit von 	 sehr einfach berechnet werden kann:

f (x; t2) � F � 1
h
F [f (x; t1)] e� i E 1( k )

~ (t2 � t1 )
i

: (2.47)

Hierbei bezeichnet F die Fouriertransformation.

Split-Step-Metho de

Die Split-Step-Methode ist ein allgemeinesVerfahren zur Integration einer beliebigen
Schr•odingergleichung, falls der Hamiltonoperator in zwei Terme aufgeteilt werden kann,
die im Impulsraum bzw. im Ortsraum diagonal sind:

Ĥ (x̂; p̂; t) = K̂ (p̂; t) + V̂ (x̂; t): (2.48)
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Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

Die Idee besteht nun darin, den in�nitesimalen Zeitentwicklungsoperator U(t + dt; t)
[57] in Terme aufzuspalten,die jeweils leicht im Orts- bzw. im Impulsraum ausgewertet
werden k•onnen:

U(t + dt; t) = e� i Ĥ dt = e� i (K̂ + V̂ )dt � e� i K̂ dt=2e� i V̂ dte� i K̂ dt=2: (2.49)

Da die Operatoren x̂ und p̂ nicht kommutieren, wird bei der Aufteilung in Faktoren
ein Fehler gemacht. Durch die symmetrische Aufteilung wird der Fehler jedoch von dt2

auf dt3 verringert im Vergleich zu einer Aufteilung e� i K̂ dte� i V̂ dt . Der Operator K̂ ist
diagonal im Impulsraum, w•ahrend V̂ im Ortsraum diagonal ist. Die Wellenfunktion
	( x; t2) = U(t2; t1)	( x; t1) zu einem Zeitpunkt t2 = t1 + Nstep dt ergibt sich dann durch
abwechselndePropagation im Impuls- und im Ortsraum

	( x; t2) � P̂1=2
^R(t) [P̂ ^R(t)]N step � 1 P̂1=2	( x; t1); (2.50)

mit

P̂1=2 = F � 1e� i
~ K dt=2F ; P̂ = F � 1e� i

~ K dtF ; ^R(t) = e� i
~ V (t) dt : (2.51)

Mit K ist dabei der Operator K̂ in Impulsdarstellung bezeichnet, w•ahrend V f•ur den
Operator V̂ in Ortsdarstellung steht. Im Fall der 1D-Gross-Pitaevskii-Gleichung lauten
K und V damit

K =
p2

2m
; V (t) = V (x; t) + g1dj	( x; t)j2: (2.52)

Der Operator R̂(t) mussbei der Propagation aufgrund der Nichtlinearit •at auch bei zeit-
unabh•angigem Potential V (x) in jedem Zeitschritt neu berechnet werden. Es sei noch
einmal explizit darauf hingewiesen,dasseinfach mittels der Halbschritte P̂1=2 an den En-
den der Propagation die Genauigkeit von dt2 auf dt3 erh•oht wird. Der Rechenaufwand
steigt dagegennur im ersten und letzten Schritt und beim Abspeichern der Wellenfunk-
tion w•ahrend der Simulation.

Die Split-Step-Methode kann analog auch zur Propagation der Einh•ullenden A(x; t)
unter Einbeziehung der vollen DispersionsrelationE1(k) desuntersten Bandesverwendet
werden. Die Faktoren K und V sind in diesemFall durch

K = E1(k); V (t) = Vext (x; t) + � nl ;k0 g1dj	( x; t)j2 (2.53)

gegeben, wobei Vext alle rein ortsabh•angigenPotentiale mit Ausnahmedesperiodischen
Potentials beinhaltet.
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3 Experimentelles System

DiesesKapitel gibt einen •Uberblick •uber die Apparatur, mit der Bose-Einstein-Kon-
densatehergestellt und die in den folgenden zwei Kapiteln beschriebenen Experimen-
te durchgef•uhrt wurden. Hierf•ur ist eine Kombination verschiedener experimenteller
Techniken notwendig: Die Atome werden durch eine Vakuumkammer von der Umwelt
isoliert und mit geeignetenLasersystemenund optischen Aufbauten eingefangenund
lasergek•uhlt. Der Quantenphasen•ubergang zum BEC wird durch zweistu�ge Evapora-
tionsk•uhlung zun•achst in einer Magnetfalle und dann in einer optischen Dipolfalle er-
reicht. Ein periodisches optisches Potential erm•oglicht Dispersionsmanagement. Diese
Teile der Apparatur waren zu Beginn meiner Diplomarbeit schon vorhanden. Bis zur
reproduzierbaren Kondensation in der optischen Dipolfalle, die eine wichtige Vorausset-
zung f•ur die durchgef•uhrten Experimente darstellt, waren jedoch noch viele Detailver-
besserungennotwendig. Zudem erforderten die in Kapitel 5 beschriebenenExperimente
zur Erzeugungatomarer Solitonen einmal einegrundlegendeModi�k ation der optischen
Potentiale. Ein Umbau desAbbildungssystemsf•uhrte au�erdem zu einer deutlichen Ver-
besserungder Abbildungsqualit •at. Abschlie�end wurden zus•atzliche optische Potentiale
konzipiert und aufgebaut, mit deren Hilfe in Zukunft unter anderem Experimente zu
Solitonkollisionen durchgef•uhrt werden sollen.

Im Folgenden wird zun•achst ein kurzer •Uberblick •uber die wesentlichen Teile der
Apparatur gegeben. Es folgt einedetailliertere Beschreibung der f•ur unsereExperimente
zentralen optischen Potentiale und ihrer experimentellen Kontrolle. Das Abbildungssy-
stem, mit dessenHilfe alle experimentellen Daten gewonnen werden, wird im darau�ol-
gendenAbschnitt behandelt. Das Kapitel schlie�t mit einer Erl •auterung der Evaporati-
onsk•uhlung in der Magnet- und in der Dipolfalle.

3.1 Apparatur zur Erzeugung des BECs

Der folgende Abschnitt ist bewusst sehr kurz gehalten, da viele Details schon in [35]
ausf•uhrlich beschrieben wurden. Lediglich die Magnetfalle, die einezentrale Rolle spielt,
wird ausf•uhrlicher behandelt. Den optischen Potentialen, der Abbildung und der Eva-
porationsk•uhlung sind, wie bereits erw•ahnt, jeweils eigeneAbschnitte gewidmet.

3.1.1 Gesamtaufbau

Die Abbildung 3.1 zeigt schematisch einen •Uberblick •uber den Gesamtaufbau der Ap-
paratur, wie sie auf dem optischen Tisch angeordnet ist.

23



Kapitel 3 Experimentelles System

Abbildung 3.1: Schematischer •Uberblick •uber den Gesamtaufbau: Im oberen Teil be�nden
sich die Lasersysteme.Im unteren, gegenStreulicht abgedunkelten Teil be�nden sich der Funnel
und die Glaszelle,in der die Experimente statt�nden. In dieserAbbildung nicht gezeigtsind die
senkrechten Funnel- und MOT-Strahlen, sowie der Laserund die Optik zur simultanen Erzeugung
mehrerer Kondensate(sieheAbschnitt 5.4.2). Abbildung aus [35], bearbeitet.
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3.1 Apparatur zur ErzeugungdesBECs

Abbildung 3.2: Hyperfeinstruktur von 87Rb und verwendeteLaserwellenl•angen

Lasersystem

Im oberen Teil der Abbildung sind die Lasersystemedargestellt:

� Ein Titan-Saphir-Laser (Coherent MBR-110), der mit einemfrequenzverdoppelten
Nd:YAG-Laser (Coherent Verdi V10) gepumpt wird und eine optische Ausgangs-
leistung von typischerweise1.4W hat. Er ist auf den F = 2 ! F 0= 3; 1-Crossover-
•Ubergangder D2-Linie von 87Rb stabilisiert und liefert dasLicht f•ur den atomaren
Funnel, die magneto-optische Falle (MOT), das optischesPumpen und die Abbil-
dung.

� Ein gitterstabilisierter Diodenlaser(ECDL1), der als R•uckpumper f•ur Funnel und
MOT auf den F = 1 ! F 0= 2- •Ubergangder D2-Linie gelockt ist.

� Ein zweiter diodengepumpterNd:YAG-Laser (Spectra-Physics T40-X30-106QW),
der bei einer Wellenl•ange von 1064nm eine optische Leistung von 8W f•ur die
Laserstrahlender optischen Dipolfalle liefert.

� Zur Erzeugung des optischen Gitters konnte freundlicherweiseder Titan-Saphir-
Laser (Coherent 899) der Nachbargruppe mitgenutzt werden. Es stand dadurch
schmalbandiges,gegen•uber der D2-Linie nach Belieben rot- oder blauverstimmtes
Licht ausreichender Leistung (max. 1W) zur Verf•ugung.

Einen •Uberblick •uber dasTermschemavon 87Rb und •uber die verwendetenWellenl•angen
gibt Abb. 3.2.
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Vakuumsystem, Funnel und MOT

Der auf der Abbildung untere Teil des Aufbaus ist zum Schutz gegenStreulicht abge-
dunkelt. Hier be�nden sich das Vakuumsystem,der Funnel und die Glaszelle,in der das
BEC hergestellt wird und die Experimente statt�nden. Mithilfe des atomaren Funnels
[58] wird ein kalter Atomstrahl erzeugt.Dieser tritt durch ein kleinesLoch, dasals di�e-
rentielle Pumpstufe dient, in die Ultraho chvakuum(UHV)-Kammer ein. In der Glaszelle
werdendie Atome in einer MOT [4] gefangen.W•ahrend desExperimentes wird die MOT
kontinuierlich mit zwei Kamerasbeobachtet: Die ersteerm•oglicht eineschnelle qualitati-
ve Kontrolle der einwandfreien Funktion der MOT, w•ahrend die zweite f•ur quantitativ e
Zwecke und zur Justierung von Funnel und MOT dient. Das Fluoreszenzlicht der Ato-
me in der MOT wird mit einer Linse auf eine Fotodiode abgebildet. Dadurch ist es
m•oglich, den experimentellen Ablauf nach dem Fangen der Atome in der MOT immer
bei der gleichen Atomzahl fortzusetzenund somit reproduzierbare Anfangsbedingungen
zu scha�en.

Magnetfalle

Von der MOT werdendie Atome in einer•aumlich •uberlappendeMagnetfalle umgeladen.
Dieseberuht auf der Wechselwirkung desmagnetischenMoments � desAtoms mit einem
externen Magnetfeld B (r ). Die Wechselwirkungsenergieist gegeben durch

U(r ) = � � � B (r ) = mF gF � B B (r ); (3.1)

wobei � das magnetische Moment desAtoms mit dem Gesamtdrehimpuls F bezeichnet.
Die Atome sammelnsich abh•angigvom VorzeichendesgyromagnetischenFaktors gF und
vom magnetischen Unterzustand mF entweder in Bereichen hoher Feldst•arken (

"
high

�eld seeker\ ) oder in Bereichen kleiner Feldst•arken (
"
low �eld seeker\ ). Da aufgrund

der Maxwell-Gleichungen in stromfreien Regionennur Magnetfeldminima, jedoch keine
Magnetfeldmaxima existieren k•onnen [59], sind ausschlie�lic h

"
low �eld seeker\ magne-

tisch fangbar. Bei 87Rb sind dies im Grundzustand die Unterzust•ande jF = 1; mF = � 1i ,
jF = 2; mF = 1i , jF = 2; mF = 2i und, aufgrund desquadratischen Zeeman-E�ektes, auch
jF = 2; mF = 0i . F•ur die hier beschriebenenExperimente wird der Zustand jF = 2; mF = 2i
verwendet, in den die Atome mittels einesoptischen Pumppulsespr•apariert werden.

Die einfachste Methode, eine Magnetfalle zu realisieren, besteht in einem Quadru-
polfeld, das durch zwei Spulen in Anti-Helmholtz-Kon�guration erzeugt werden kann.
Bewegensich die Atome in der Falle, so folgt das magnetische Moment adiabatisch der
Magnetfeldrichtung, d.h. die Atome bleiben polarisiert und damit gefangen.Eine Aus-
nahme davon bildet das Fallenzentrum mit verschwindender Feldst•arke: Hier �nden so
genannte Majorana-•Uberg•ange [60, 61] in nicht gefangenemF -Zust•ande statt, was zu
unerw•unschten Verlusten ausder Falle f•uhrt. Es gibt verschiedeneFallengeometrien,die
das Problem der Majorana-Verluste vermeiden, insbesonderedie Io�e-Pritc hard-Falle
[62] und die Time-Orbiting-P otential-Falle (TOP-Falle) [9]. Letztere bietet einen besse-
ren optischen Zugang und �ndet in unseremExperiment Verwendung.

Bei einer TOP-Falle wird dem Quadrupolfeld ein in der radialen Ebene rotierendes
magnetischesBias-Feld •uberlagert. Wenn die Rotationsfrequenzwesentlich h•oher als die
Oszillationsfrequenzder Atombewegungin der Falle ist und wesentlich niedriger als die
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3.1 Apparatur zur ErzeugungdesBECs

Lamorfrequenz,so entsteht ein zeitgemitteltes harmonischesPotential:

UT OP (r ) =
jmF gF � B j

2

�
2B0 + B 00

� � 2 + B 00
z z2�

: (3.2)

Darin bezeichnet � = x2+ y2 den Abstand von der SymmetrieachsedesQuadrupolfeldes.
B 00

� = B 02

2B 0
und B 00

z = 4B 02

B 0
sind durch den radialen Gradienten B 0 des Quadrupolfeldes

und die St•arke B0 des Bias-Feldes festgelegt. Der Nullpunkt des magnetischen Feldes
liegt nicht im Fallenzentrum, sondern bewegt sich auf einer Kreisbahn (dem

"
circle of

death\ ) mit Radius r d = B0=B0 in der x-y-Ebene um diesesherum. Die Fallentiefe ist
deswegendurch Majorana-Verluste auf UT OP (rd) � UT OP (0) = jmF gF � B jB0=4 begrenzt.
F•ur den jF = 2; mF = 2i -Zustand mit j� j = � B ergeben sich die Fallenfrequenzen

! x = ! y =

s
� B B 02

2mB 0
=

! zp
8

: (3.3)

Unter Ein
uss desGravitationsp otentials [63] ist die Ruhelageder Atomwolke um

� z = �
rd

2
�

p
1 � � 2

; � =
mg

2� B B 0 (3.4)

aus dem Fallenzentrum verschoben (
"
gravitational sag\ ) und die Fallenfrequenzenerge-

ben sich aus einer harmonischen N•aherung um dieseRuhelagezu:

! 0
x = ! 0

y = ! x (1 � � 2)1=4
p

1 + � 2 (3.5)

! 0
z = ! 0

x

s

8
1 � � 2

1 + � 2 : (3.6)

F•ur typische Quadrupolfallenstr•omevon 100-200A (sieheAbb. 3.6) ist bei unseremAuf-
bau � < 0:1 und die Korrekturen der Fallenfrequenzengegen•uber dem schwerelosenFall
liegen bei wenigen Promille. Die Ver•anderung der Ruheposition kann f•ur dieseStr•ome
durch � z = g=! 2

z gen•ahert werden, wobei auch hier nur Fehler im Promillebereich in
Kauf genommenwerdenm•ussen.Bei der weiteren Reduktion desQuadrupolfallenstroms
w•ahrend desUmladenswerdendie genauerenKorrekturen f•ur den gravitational sagund
die Fallenfrequenzenjedoch relevant, da die Fehler sonstmehrereProzent betragen.Aus
den Gleichungen (3.5) und (3.6) ist ersichtlich, dasssich die Form der Atomwolke bei
weiterer Erniedrigung desQuadrupolfallenstroms (d.h. Erh•ohung von � ) von oblat nach
sph•arisch ver•andert, bis die Atome bei � = 1 nicht mehr gefangensind.

Zur evaporativen K •uhlung (siehe Abschnitt 3.4.1) stehen zwei Methoden zur Ver-
f•ugung: F•ur das Circle of Death-K•uhlen wird der Radius r d kontinuierlich verringert,
w•ahrend f•ur dasRadiofrequenz(Rf)-K •uhlen Strahlung mit einer typischen Frequenzvon
4.5{7.5MHz bei konstanten B 0 und B0 •uber je eine Antenne ober- und unterhalb der
Glaszelleeingestrahlt wird. Beide Techniken bewirken ausschlie�lic h im Randbereich der
atomaren Wolke •Uberg•ange in ungefangenemF -Zust•ande und den Verlust der entspre-
chenden Teilchen aus der Falle. Da sich hier bevorzugt die hei�esten Atome aufhalten,
f•uhrt dies in Verbindung mit einer hinreichend schnellen Rethermalisierung zu einer
Erniedrigung der Temperatur.
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Kapitel 3 Experimentelles System

Abbildung 3.3: Aufbau um die Glaszellemit Wellenleiter, Haltestrahl, periodischemPotential
und Abbildungsoptik. Nicht dargestellt sind die MOT-Strahlen und die Optik zur simultanen
Erzeugungmehrerer Kondensate.

Computersteuerung des Exp erimen ts

Der gesamte experimentelle Ablauf wird mit Hilfe einesmit
"
LabView\ geschriebenen

Computerprogramms in Millisekunden-Schritten gesteuert.Dazu stehen16 analogeund
16 digitale Ausgabekan•ale, sowie 8 analoge Eingabekan•ale zur Verf•ugung. Mit einem
zweiten Computer werden die Absorptionsbilder aus der Kamera ausgelesenund durch
ein

"
MATLAB \ -Programm sofort analysiert. Dies erm•oglicht es,die Ergebnissebereits

w•ahrend desExperimentierens zu kontrollieren und die Steuerungssequenzengegebenen-
falls kurzfristig zu korrigieren bzw. zu optimieren.

3.1.2 Aufbau um die Glaszelle

Abbildung 3.3 zeigt schematisch den Aufbau um die UHV-Glaszelle, in der die eigentli-
chen Experimente statt�nden. Die Atome werden in der Magnetfalle durch erzwungene
Evaporation bis zu einer typischen Phasenraumdichte D = 3� 10� 2 vorgek•uhlt und dann
in eineoptische Dipolfalle umgeladen(sieheAbschnitte 3.2 und 3.4). Die optische Dipol-
falle wird von zwei sich orthogonal kreuzenden,gegen•uber der D2-Linie rotverstimmten
Laserstrahlen, dem Wellenleiter (WG) und dem Haltestrahl (XDT), gebildet. In dieser
Falle wird die kalte Atomwolke schlie�lic h durch Absenken der Strahlleistungen bis zur
Quantenentartung gek•uhlt. Nach Abschalten des Haltestrahls be�ndet sich das BEC
in einer dynamisch eindimensionalenSituation und kann sich l•angs des Wellenleiters
frei ausbreiten. Das periodische Potential wird durch eine optische Stehwelle aus zwei
gegenl•au�gen Laserstrahlen erzeugt. Es wurde im Laufe der Diplomarbeit umgebaut
und ist jetzt kolinear mit dem Wellenleiter, w•ahrend es vorher einen Winkel � = 21�

mit diesemeinschloss.Erst durch dieseModi�k ation wurde die Realisierungvon Solito-
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nen m•oglich (sieheAbschnitt 5.1.2). Die Frequenzender beiden Strahlen k•onnen durch
akusto-optische Modulatoren (AOMs), die von einem

"
arbitrary wave form generator\

•uber Rf-Elektronik gesteuert sind, phasenkontinuierlich und unabh•angig voneinander
pr•aziseverstimmt werden. F•ur die Aufnahme der Bilder der atomaren Dichteverteilun-
genwird resonante Absorptionsabbildung verwendet (sieheAbschnitt 3.3). In Abbildung
3.3 nicht gezeigtsind die MOT-Strahlen, sowie die zur simultanen Erzeugungmehrerer
KondensateverwendeteOptik (sieheAbb. 3.5).

3.2 Optische Potentiale

Der Wellenleiter, der Haltestrahl, das periodische Potential zur Kontrolle der Disper-
sion, sowie das periodisches Potential zur simultanen Erzeugung mehrerer Kondensate
werden im Experiment durch Laserstrahlen realisiert, deren Frequenz! l weit von einer
Resonanz! 0 im Spektrum der 87Rb-Atome entfernt ist. In der f•ur solche optische Felder
anwendbarenelektrischenDipoln•aherung[64]koppeln die Atome •uber ihre Dipolmomen-
te d an den Operator Ê des elektrischen Anteils des Lichtfeldes gem•a� Ĥal = � d � Ê.
Das Lichtfeld besteht auseinemKontinuum von Vakuummoden und einer Mode, die das
elektrische Feld E(r ) des Laser beschreibt. Die Kopplung an die Vakuummoden f•uhrt
zu spontaner Emission, w•ahrend die Kopplung an das Laserfeld den Strahlungsdruck
und das konservative Dipolpotential erzeugt. F•ur die im Experiment realisierte Situa-
tion gro�er Verstimmung � = ! l � ! 0 mit j� j � 
 ; j� j � � sind spontane Emission
und Strahlungsdruck vernachl•assigbar und es ergibt sich f•ur ein Zwei-Niveau-System
das Dipolpotential:

V (r ) =
~j
( r )j2

4�
: (3.7)

Dabei bezeichnen 
 = d � E(r )=~ die Rabifrequenz f•ur den betrachteten •Ubergangund
� die nat•urliche Linienbreite des angeregtenZustandes.Das Betragsquadrat der Rabi-
frequenzh•angt gem•a�

j
( r )j2 =
� 2I (r )
2I sat

(3.8)

von der Intensit•at I (r ) desLaserstrahlsund der S•attigungsintensit•at I sat des •Ubergangs
ab. Bei einem Atom mit Hyperfeinstruktur wie 87Rb m•ussennoch die entsprechenden
Clebsch-Gordan-Koe�zien ten ber•ucksichtigt werden [65].

3.2.1 Wellenleiter (W G) und Haltestrahl (XDT)

Der Wellenleiter wird durch einen fokussierten, linear polarisierten Gau�schen Laser-
strahl [66] mit der Wellenl•ange� d = 2� c=! d und der Intensit•atsverteilung

I (r ) =
I max

1 + (x=xr )2 exp
�
�

2(y2 + z2)
W(x)2

�
; W(x) = Wwg

p
1 + (x=xr )2 (3.9)

erzeugt. Dabei sind Wwg die Strahltaille, x r = � W 2
wg

� D
die Rayleigh-L•ange und I max =

2P
� W 2

wg
die maximale Intensit•at desStrahls mit der Leistung P. Mit den Verstimmungen

� i = ! D � ! i desLasersgegen•uber den D i -Linien ergibt sich schlie�lic h das Potential

Vwg (r ) =
Vmax

1 + (x=xr )2 exp
�
�

2(y2 + z2)
W(x)2

�
; Vmax =

~� 2I max

8I sat

1
3

�
1
� 1

+
2
� 2

�
(3.10)
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mit I sat =1.58 mW/cm 2. Das Potential setzt sich dabei aus der Summeder zu D1- und
D2-Linie geh•origen Einzelpotentiale zusammen.In Vmax ergibt sich der Faktor 1

3 vor der
Klammer aus den Clebsch-Gordan-Koe�zien ten der beteiligten Hyperfein-•Uberg•ange
und der Faktor 2 innerhalb der Klammer ber•ucksichtigt ihre Anzahl. Die Annahme glei-
cher Verstimmung � 2 f•ur die beiden in unseremFall am D2- •Ubergangbeteiligten oberen
Niveaus2P3=2, F=2 und 2P3=2, F=3 ist eine sehr gute N•aherung, da dieseVerstimmung
sehr gro� ist gegen•uber dem Abstand von 267MHz der beiden Niveaus(vgl. Abb. 3.2).
Das Potential ist f•ur Vmax < 0 attraktiv und eine quadratische Entwicklung um den
Fokus liefert die charakteristischen Fallenfrequenzen

! ? =

s
4jVmax j
mW 2

wg
; ! k =

s
2� 2

d jVmax j
m� 2W 4

wg
=

� dp
2� Wwg

! ? : (3.11)

F•ur typischeexperimentelle Parameter � d = 1064nm und Wwg ' 60� m ist ! ? ' 250! k.
Die Intensit•at desLaserstrahlskann alsosoeingestelltwerden,dassdie Atome transversal
hinreichend stark eingeschlossensind und longitudinal f•ur Propagationszeitent � ! k als
frei beschrieben werden k•onnen. Typische Fallenfrequenzenliegen bei ! ? = 2� � 100Hz
und ! k = 2� � 0:5Hz.

Die Photonen-Streurate � s im Intensit•atsmaximum des Wellenleiters ist gegeben
durch

� s =
� 3I max

8I sat

1
3

�
1
� 2

1
+

2
� 2

2

�
: (3.12)

Falls die Verweildauer der Atome im Wellenleiter wesentlich k•urzer als � � 1
s ist, kann die

Streuung der Photonen an den Atomen vernachl•assigt werden. Typische Werte von � � 1

f•ur den Wellenleiter liegen bei mehrerenSekunden.
Die entsprechendenFormeln f•ur denHaltestrahl ergebensich durch Vertauschung von

x und y. Der Waist Wxdt betr•agt typischerweiseebenfalls 60� m, w•ahrend die Fallenfre-
quenzenbei den verschiedenenExperimenten auf sehr unterschiedliche Werte einstellt
werden.

3.2.2 Periodisches Potential

Das periodische Potential wird durch einemit dem Wellenleiter kolineareoptische Steh-
welle realisiert. Sie wird von zwei gegenl•au�gen Laserstrahlen mit Intensit•aten I a;b und
Frequenzen! a;b erzeugt.F•ur kleine Verstimmung � ! = ! b � ! a � ! a;b ergibt sich durch
Mittelung der Intensit•at •uber einePeriodendauer2� =! a;b ein zeitlich langsamver•ander-
lichesInterferenzmuster, dessenIntensit•at sich im Bereich der gemeinsamenStrahltaille
durch

I (x; t) = I a + I b + 2
p

I aI b

�
1 + cos

�
2!
c

x � � ! t
� �

(3.13)

beschreiben l•asst.Dabei ist ! = (! a + ! b)=2. Das periodische Potential ist typischerweise
nur um einige Nanometer von D1- und D2-Linie verstimmt, so dass Interferenzen mit
dem Wellenleiter (� wg = 1064nm) keine Rolle spielen.Das resultierendeDipolpotential
ergibt sich analog zum vorherigen Abschnitt zu

Vsw(x; t) =
V0

2
cos

�
2!
c

x � � ! t
�

+ V1; V0 =
~� 2p

I aI b

2I sat

1
3

�
1
� 1

+
2
� 2

�
(3.14)
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mit � i = ! � ! i . Im Idealfall gleicher Strahlintensit•aten I a = I b ist die Modulationstiefe
V0 maximal und der konstante Term lautet V1 = V0

2 . F•ur � ! = 0 hat das periodische
Potential dann genau die Form (2.9). Es kann mittels einer Verstimmung � ! auf eine
Geschwindigkeit vsw = � c� !

2! beschleunigt werden. Dies erm•oglicht die Pr•aparation des
Wellenpaketesim Quasiimpulsraum, wie bereits in Abschnitt 2.1.2erl•autert. F•ur I a 6= I b

berechnet sich V1 zu V0
4

�
I ap
I a I b

+ I bp
I a I b

�
.

Die maximale Photonen-Streurate f•ur Atome in der optischen Stehwelle ist in jedem
Fall gegeben durch

� s =
� 3(I a + I b +

p
I aI b)

8I sat

1
3

�
1
� 2

1
+

2
� 2

2

�
: (3.15)

Im Fall I a = I b liegendie Photonenstreuraten f•ur die beim Dispersionsmanagement ver-
wendetenschwachen optischen Potentiale typischerweiseunter 1Hz. Bei gutem •Uberlapp
der Stehwellenstrahlenstellt spontane Emissionaufgrund desperiodischenPotentials da-
her auf der Zeitskala unsererExperimente (einige 10ms) keine St•orung dar.

Eic hung der Poten tialst •ark e

Experimentelle Eichungen der Modulationstiefe desperiodischen Potentials k•onnen un-
abh•angig voneinanderdurch Bragg-Beugung[67], Landau-Zener-Tunneln [68] oder Beu-
gung im Kapitza-Dirac-Regime [69] erhalten werden. Als Beispiel soll hier die Bragg-
Beugungs-Methode erl•autert werden.

Zur Eichung mittels Bragg-Beugungnutzt man die Intensit •atsabh•angigkeit der Band-
l•ucke � E zwischen dem untersten und dem ersten angeregtenBand in der Dispersions-
relation. Dazu wird dasperiodische Potential im Gegensatzzum normalen Pr•aparations-
prozessdirekt mit der Gitterr •ucksto�-Geschwindigkeit vrec angeschaltet. Der Anfangs-
zustand des im Laborsystem ruhenden Wellenpaketesmit der Einh•ullenden A(x; t = 0)
lautet im bewegten Bezugssystemder Stehwelle dann also 	( x; 0) = A(x; 0) � e� ik rec x .
Dies ist nach Anschalten des periodischen Potentials kein Eigenzustand des Systems
mehr. Die Eigenzust•ande mit Quasiimpuls � krec in den untersten zwei B•andern sind
durch die Blochfunktionen � 1;� krec und � 2;� krec gegeben:

� 1;� krec (x; t) �
1

p
2

(e+ ik rec x + e� ik rec x ) e� i
~ E1 t (3.16)

� 2;� krec (x; t) �
1

p
2

(e+ ik rec x � e� ik rec x ) e� i
~ E2 t : (3.17)

Die N•aherunggilt dabei f•ur kleine Stehwellenintensit•aten. Der Anfangszustandlautet in
dieserBasis also

	( x; 0) = A(x; 0) � e� ik rec x = A(x; 0) �
1

p
2

[� 1;� krec (x; 0) � � 2;� krec (x; 0)] : (3.18)

Da die Zust•ande � 1 und � 2 Eigenzust•ande sind, besteht ihre Zeitentwicklung nur in
der Akkumulation eines Phasenfaktors e� i

~ E1 t bzw. e� i
~ E2 t . Aufgrund der Di�erenz

zwischen den beiden Eigenenergienist 	( x; 0) als Superposition aus diesenZust•anden
jedoch kein Eigenzustand,sondernentwickelt sich gem•a�:

	( x; t) � A(x; 0) �
1

p
2

e� i
~ E1 t

h
� 1;� krec (x; 0) � � 2;� krec (x; 0) e� i

~ � E t
i

(3.19)

� A(x; 0) �
1
2

e� i
~ E1 t

h
eik rec x (1 � e� i

~ � E t ) + e� ik rec x (1 + e� i
~ � E t )

i
:(3.20)

31



Kapitel 3 Experimentelles System

Abbildung 3.4: Experimentelle Kontrolle •uber Amplitude und Phase des periodischen Po-
tentials. a) Verwendete Rf-Elektronik (siehe Text). b) Schematische Darstellung einer Sequenz
zur adiabatischen Pr•aparation der Wellenpakete im Quasiimpulsraum.

Hierbei wurde angenommen,dassdie Energiel•ucke � E(k) •uber den Bereich der Quasi-
impuls-Verteilung desWellenpaketesn•aherungsweiseden konstanten Wert � E hat. So-
lange das periodische Potential angeschaltet ist, oszilliert der Zustand also mit der Fre-
quenz
 = � E=~ zwischen den freien Impulseigenzust•andenbei � krec und jenenbei krec

im Bezugssystemder Stehwelle hin- und her. Bei abruptem Ausschalten der Stehwelle
nach einer Dauer t1 wird der Zustand 	( x; t1) auf die freien Impulszust•ande projiziert.
In einer darauf folgenden freien Expansion trennen sich die zu den verschiedenen Im-
pulskomponenten geh•origen Anteile desWellenpaketesr•aumlich auf, sodassihre relative
Besetzungim Ortsraum detektiert werden kann. Durch Variation von t1 kann daher die
Oszillationsfrequenz
 experimentell bestimmt werden.Die Bandl•ucke � E zwischen den
beiden untersten B•andern und damit auch 
 sind eindeutige Funktionen der Modulati-
onstiefeV0 desperiodischen Potentials, so dasssich diesehieraus bestimmen l•asst.

Exp erimen telle Kon trolle •ub er Amplitude und Phase

Zur Pr•aparation der Atome im periodischenPotential bei beliebigemQuasiimpuls ist eine
genaueexperimentelle Kontrolle der Phaseund Amplitude der Stehwellenotwendig.Dies
ist mit Hilfe der AOMs in den beiden Laserstrahlen,die die Stehwelle bilden, m•oglich.

Die AOMs werdendurch die in Abb. 3.4a dargestellteRf-Elektronik angesteuert.Ein
Voltage Controlled Oscillator (VCO) erzeugtein sinusf•ormigesSignal bei einer Frequenz
von 100MHz. DasSignalwird in zwei Kan•ale f•ur die beidenAOMs aufgespalten.In jedem
Kanal wird das 100-MHz-Signalmit dem jeweiligen Ausgangssignaleineszweikanaligen
Arbitrary Waveform Generator (Tektronix AWG 420) mit Frequenzenin der N•ahe von
10MHz gemischt. Aus den beiden entstehenden Mischungssignalenwird durch einen
Bandpass-Filter jeweils die 110-MHz-Komponente desSignalsextrahiert. DieseSignale
werdenschlie�lic h auf eineLeistung von maximal je 1W verst•arkt und treib en die beiden
AOMs.

Die Kontrolle der Amplitude und der Phaseder beidenKan•ale erfolgt •uber dasAus-
gangssignaldesAWG. Dieserist in der Lage,beliebigeWellenformen,alsodigitale Listen
von Spannungswerten in einem Speicher, mit einer vorgegebenenSamplingfrequenzab-
zuspielen.Im Gegensatzzu einem gew•ohnlichen Funktionsgenerator k•onnen mit einem
AWG beliebige Ausgabefunktionen realisiert werden. Dies erm•oglicht die phasenkonti-
nuierliche Verstimmung der beiden Stehwellen-Laserstrahlengegeneinanderund damit

32
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die phasenkontinuierliche Beschleunigung des periodischen Potentials, wie sie f•ur die
Pr•aparation der Wellenpakete bei einem bestimmten Quasiimpuls ben•otigt wird (vgl.
Abschnitt 2.1.2).

Eine solche Pr•aparations-Sequenzist schematisch in Abb. 3.4b dargestellt: Zun•achst
wird in beiden Kan•alen ein sinusf•ormiges Signal der Frequenz f 1 mit einer linearen
Amplitudenramp e angeschaltet. Dadurch werden die Atome adiabatisch im Zentrum
der Brillouinzone pr•apariert. Im n•achsten Schritt wird die Frequenzdes ersten Kanals
linear von f 1 auf f 2 erh•oht und das Wellenpaket damit im Quasiimpulsraum verscho-
ben. Schlie�lic h bleibt die Verstimmung der beiden Stehwellenstrahlen bis zum Ende
des Experimentes konstant, so dasssich das periodische Potential mit gleichbleibender
Geschwindigkeit weiterbewegt.

3.2.3 Aktive Stabilisierung der Potentialtiefen

Die Intensit•aten von Wellenleiter, Haltestrahl und periodischem Potential sind sehr kri-
tische experimentelle Parameter, bei denenFluktuationen sogut wie m•oglich vermieden
werdenm•ussen.Aus diesemGrund wurden die Intensit•aten •uber je einenRegelkreisak-
tiv stabilisiert. Jeder Regelkreisbesteht aus einer Monitor-F otodiode, einem AOM und
einem Proportional-In tegral-Schaltkreis. Der PI-Schaltkreis steuert die Intensit•at des
jeweiligen Laserstrahls mit Hilfe desAOMs jeweils so, dassdie Spannung der Monitor-
Fotodiode mit einer vom Computer vorgegebenenSpannung •ubereinstimmt. Durch diese
Stabilisierung ist es m•oglich, die Strahlintensit•at auf der Fotodiode und damit in der
Glaszelle sehr exakt reproduzierbar einzustellen, unabh•angig von Drifts der Strahlin-
tensit•at vor dem AOM. Da die Laserstrahlen durch Glasfasern in den abgedunkelten
Bereich des Experimentes geleitet werden, k•onnen schon kleine mechanisch-thermische
Drifts der Strahlen vor der Einkopplung in die Glasfasernzu extrem gro�en Intensit•ats-
drifts am Ausgang der Glasfasernf•uhren. Solche Drifts der Intensit•aten und damit der
Fallentiefen stellten zu Beginn meiner Diplomarbeit insbesonderef•ur die Kondensation
in der optischen Dipolfalle noch ein gro�es Problem dar.

3.2.4 Weitere optische Potentiale

Neben den oben beschriebenenLichtfeldern stehenin der Glaszellezwei weitere optische
Potentiale zur Verf•ugung (sieheAbb. 3.5). Sie dienen in Experimenten, die im Rahmen
dieserArb eit vorgestellt werden (sieheKapitel 5.4), zur simultanen Erzeugungvon zwei
Kondensatenmit einem kleinen, vorgegebenenAbstand (t ypischerweise20-100� m) und
zu deren Manipulation. Der Aufbau kann jedoch ohne gr•o�ere Modi�k ationen auch zur
Erzeugung zweidimensionalerGitter [70] und damit f•ur Experimente zur Eindimensio-
nalit •at und m•oglicherweise sogar f•ur die Realisierung eines Tonks-Gases[71, 72, 73]
eingesetztwerden.

Die Potentiale werdendurch zwei senkrecht zueinanderlinear polarisierte Laserstrah-
len der Wellenl•ange � sw;2 = 779:917nm erzeugt. Der erste Strahl bildet mit der Verti-
kalen einen Winkel von 8� und wird durch einen Spiegelin sich selbst zur•uckre
ektiert,
so dassein periodischesPotential entsteht. Der Winkel mit dem Wellenleiter kann zwi-
schen 88� und 92� variiert werden. Die Taille desStrahls im Zentrum der Glaszellebe-
tr •agt 391� 480� m2. Der zweite Strahl verl•auft in der y-z-Ebeneund steht senkrecht auf
dem erstenStrahl. Er wurde in den bisher durchgef•uhrten Experimenten noch nicht ver-
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Abbildung 3.5: OptischesGitter zur Erzeugungder Doppelkondensate.Die Abbildung zeigt
schematisch den verwendeten Aufbau in Aufsicht (oben) und in Frontalansicht (unten). Eine
geheizteRb-Spektroskopiezelledient zur spektralen Unterdr •uckung resonanter Anteile im Licht
desDiodenlasers.Mit Zylinderlinsen wird dasLicht auf eineStrahltaille von 391� 480� m2 (senk-
rechter Strahl) fokussiert.

wendet, kann aber zur Erzeugungeinesrepulsiven Potentials f•ur die Untersuchung von
Solitonkollisionen eingesetztwerden (siehe Abschnitt 5.4.3). Mit Hilfe einesoptionalen
Retrore
ektionsspiegelskann f•ur zuk•unftige Experimente (s.o.) auch hier ein periodisches
Potential realisiert werden.

Die Optik zur ErzeugungdieserPotentiale be�ndet sich auf einem70� 25cm2 gro�en
optischen Breadboard, das auf einemam optischen Tisch befestigtenGestell 20cm •uber
der Glaszelle ruht (siehe Abb. 3.5). Das Licht f•ur die Potentiale wird von einem git-
terstabiliserten Diodenlasermit einer maximalen Ausgangsleistungvon 80mW erzeugt.
Mittels einer heizbarenRb-Spektroskopiezellek•onnen resonante Anteile im Laserstrahl
unterdr •uckt werden. Dies erm•oglicht eine Reduktion der resonanten Photonenstreurate
der Atome und verhindert damit ein Aufheizen des Kondensats. In einer zuk•unftigen
Version des Experimentes wird voraussichtlich Licht aus einem Titan-Saphir-Laser zur
Verf•ugung stehen.Der Diodenlaserkann dann durch einenGlasfaser-Auskoppler ersetzt
werden und eine spektrale Reinigung des Lichts mittels der Spektroskopiezelle ist auf-
grund der Schmalbandigkeit desLaserlichts nicht mehr n•otig. Mit Hilfe einesAOMs kann
die Intensit•at der Laserstrahlen vom Computer gesteuert werden. Ein Shutter erlaubt
daskomplette Abschalten der Strahlen. DasGestell desAufbaus besteht ausAluminium,
um St•orungen der Experimente durch Magnetisierung zu vermeiden. Es wurde mecha-
nisch sehrstabil gebaut und kann f•ur eineverbesserteD•ampfung der Eigenschwingungen
zus•atzlich mit Sand bzw. einem Sand-•Ol-Gemisch bef•ullt werden.
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3.3 Abbildungssystem

Das Abbildungssystem spielt bei Experimenten mit kalten Atomen eine zentrale Rolle.
Aus den aufgenommenenBildern werden s•amtliche Informationen •uber die Atomwolke
(Temperatur, Atomzahl, Dichteverteilung) extrahiert. Es gibt mehrereverschiedeneAb-
bildungsmethoden, die jeweils unterschiedliche St•arken und Schw•achen haben [40]. F•ur
die in unserenExperimenten auftretenden sehrkleinen Atomzahlen eignet sich resonante
Absorptionsabbildung am besten.

3.3.1 Absorptionsabbildung kalter Atome

Das verwendete Abbildungssystem ist in Abb. 3.3 dargestellt. Es besteht aus einem
kollimierten Gau�schen Laserstrahl (Strahltaille W0 = 1:76 mm, Intensit•atsverteilung
I 0), der die Atome mit resonantem � + -Licht (F = 2 ! F 0 = 3- •Ubergang der D2-
Linie) beleuchtet, und einer wissenschaftlichen CCD-Kamera (Princeton Instruments
NTE/CCD-512TK), auf die der Schatten der Atome abgebildet wird. Die Abbildung auf
den 12:4� 12:4mm2 gro�en CCD-Chip erfolgt im Gegensatzzu fr •uher [35] jetzt mit nur
noch einer Linse. Durch diesenUmbau konnte die Bildqualit •at entschieden verbessert
werden.

Beim DurchgangdesStrahls durch die Atomwolke mit der Dichteverteilung n(x; y; z)
wird die Intensit•at I gem•a�

@I (x; y; z)
@y

= � � � I (x; y; z) � n(x; y; z) (3.21)

durch Streuung abgeschw•acht. Der Streuquerschnitt � der Atome h•angt im Allgemeinen
von der lokalen Intensit•at I = I (x; y; z) ab [65]:

� =
~! �

2I sat(1 + I =Isat + 4� 2=� 2)
: (3.22)

Mit � = ! � ! 0 ist dabei die Verstimmung der Frequenz ! des Abbildungsstrahls von
der atomaren Resonanz! 0 bezeichnet. Im Grenzfall I 0=Isat � 1 + 4� 2=� 2 ist � von I
und damit von der Position in der Atomwolke unabh•angig. F•ur die Intensit•atsverteilung
I (x; z) nach Durchgang durch die Atomwolke gilt dann

I (x; z) = I 0(x; z)e� � ~n(x;z ) ; (3.23)

wobei ~n =
R

n(x; y; z) dy die S•aulendichte der Atome ist.
In der Praxis werden drei Intensit•atsverteilungen mit der Kamera aufgenommen:

I p(x; z) bei angeschaltetem Abbildungsstrahl mit Atomen, I r (x; z) bei angeschaltetem
Abbildungsstrahl ohne Atome und I b(x; z) bei abgeschaltetem Abbildungsstrahl ohne
Atome. Daraus ergibt sich dann die S•aulendichte

~n(x; z) =
1
�

OD = �
1
�

ln
I
I 0

= �
1
�

ln
�

I p(x; z) � I b(x; z)
I r (x; z) � I b(x; z)

�
: (3.24)

Die Intensit•at des Abbildungsstrahls wird im Experiment typischerweiseso eingestellt,
dassdie optische Dichte OD ' 1{1.5 ist und die Annahme � ' konstant somit gerecht-
fertigt ist. Die Gesamtatomzahl N in der Atomwolke ergibt sich durch Integration •uber
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x und z bzw. durch Summation •uber die Counts der CCD-Pixel bei Ber•ucksichtigung
desVergr•o�erungsfaktors, der Pixelgr•o�e und der Intensit•atseichung.

Nach dem oben erw•ahnten Umbau der Abbildungsoptik wurden die Intensit•at (Auf-
nahme einesBildes mit der Kamera und direkte Messungder dazugeh•origen Leistung
des Abbildungsstrahls) und die Vergr•o�erung (parabolischer Fit an die Positionen frei
fallender Atome) neu geeicht und der Fokus der Abbildung wieder justiert. Es sei noch
angemerkt, dassdie Abbildung in unseremAufbau nicht exakt senkrecht zur Richtung
des Wellenleiters erfolgt. Die daraus resultierende Verzerrung der Gr•o�en muss bei der
Interpretation der Absorptionsbilder daher nat•urlich ber•ucksichtigt werden.

3.3.2 Messung der Phasenraumdichte

F•ur den Quanten-Phasen•ubergang zum Bose-Einstein-Kondensatist die Phasenraum-
dichte D = n� 3

dB die entscheidendeGr•o�e. F•ur D � Dc besitzen thermische Ensembles
in harmonischen Fallen gau�f •ormige Orts- und Impulsverteilungen. Dies nutzen die bei-
den im Folgenden beschriebenen Methoden zur Bestimmung der Phasenraumdichten
atomarer Wolken in diesemLimit aus.

Time-of-
igh t-Metho de

Bei der Time-of-
igh t-Metho de werden durch Absorptionsabbildung die S•aulendichte-
Verteilung ~n(x; z; t = 0) in der Falle und die S•aulendichte-Verteilung ~n(x; z; t = texp )
nach Abschalten der Falle und einer freien Expansionszeittexp bestimmt. Die Dichtever-
teilungen werden jeweils mit einer Gau�funktion

~nth (x; z) = ~n0 exp
�
�

2x2

� 2
x

�
2z2

� 2
z

�
(3.25)

ge�ttet. Aus den Breiten � x;z(texp ) und � x;z(0) ergibt sich dann die Temperatur der
thermischen Wolke:

T =
m

3kB
(v2

x + 2v2
z ); v2

i =
� 2

i (texp ) � � 2
i (0)

4t2
exp

: (3.26)

Da dieseMethode in der gekreuztenDipolfalle verwendetwerdensoll, wo der transversale
Einschluss vorwiegend durch den Wellenleiter bewirkt wird, wurde hierbei von einer
Rotationssymmetrie um die x-Achseausgegangen.Dabei wird ein kleiner Fehler in Kauf
genommen,der jedoch nur durch gleichzeitige Beobachtung der Atome auseiner zweiten
Richtung vermiedenwerden k•onnte. Aus der Temperatur und der maximalen Dichte in
der Falle berechnet sich die maximale Phasenraumdichte der Wolke in der Falle zu

D =

r
2
�

~n0

� z(0)
� � 3

dB (T): (3.27)

Direkte Metho de

Bei Kenntnis der Fallenparameterkann die Phasenraumdichte auch direkt ausder Dich-
teverteilung ~n(x; z) in der Falle berechnet werden. Diese wird ebenfalls gem•a� (3.25)
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mit einer Gau�funktion ge�ttet. Mit den Fallenfrequenzen! x = ! y und ! z ergibt sich
hieraus die Temperatur

T =
m

12kB
(2! 2

x � 2
x + ! 2

z � 2
z ) =

� B B 02

24kB B0
(2� 2

x + 8� 2
z ); (3.28)

wobei die zweite Gleichung f•ur die Magnetfalle gilt. Die Phasenraumdichte im Zentrum
der Wolke ist dann

D =

r
2
�

~n0

� x
� � 3

dB (T): (3.29)

Bei diesenGleichungen wurde von einer Rotationssymmetrie um die z-Achseausgegan-
gen, da die direkte Methode f•ur Messungender Phasenraumdichte in der Magnetfalle
verwendet werden soll.

3.4 Bose-Einstein-Kondensation

Das Bose-Einstein-Kondensatdient uns in den Dispersionsmanagement-Exp erimenten
als Quelle makroskopisch beobachtbarer, koh•arenter Materiewellen. F•ur die Soliton-
Experimente ist dar•uberhinaus die signi�k ante interatomare Wechselwirkung in dem
Kondensat eine notwendige Voraussetzung.Die Erzeugung des BECs erfolgt mit Hil-
fe verschiedenerLaserk•uhlverfahren und durch Evaporationsk•uhlung in der Magnetfalle
und in der optischen Dipolfalle.

3.4.1 Prinzip der Evaporationsk •uhlung

Die konsequente Anwendung von Evaporationsk•uhlung auf Atomwolken, die mit La-
serk•uhlverfahren vorgek•uhlt wurden, brachte bei den ersten Experimenten zur Bose-
Einstein-Kondensation den Durchbruch [9, 10]. Evaporationsk•uhlung basiert auf der
bevorzugten Entfernung der energiereichsten Atome aus einer Falle und der darauf-
folgendenRethermalisierung durch elastische (

"
gute\ ) St•o�e. Dadurch wird die mittlere

Energie pro Atom verringert, d.h. das Gas gek•uhlt. Als AbschneideenergieE t bezeich-
net man die Energie, oberhalb der die Atome aus der Wolke entfernt werden. Wird E t

w•ahrend desEvaporationsprozesseskonstant gehalten, spricht man von
"
plain evapora-

tion\ , bei kontinuierlicher Verringerung von E t hingegenvon
"
forced evaporation\ . Bei

dem zweiten Verfahren ist jedoch darauf zu achten, dassdie Verringerung von E t lang-
samgenug erfolgt, um eineausreichendeRethermalisierungder Atome zu gew•ahrleisten,
und schnell genug, um die Verluste aufgrund der endlichen Lebensdauerder Atome in
der Falle gering zu halten. Diese Verluste entstehen im UHV vor allem durch inelasti-
sche (

"
schlechte\ ) St•o�e der Atome in der Falle. In sehr vielen Experimenten zur Bose-

Einstein-Kondensation wird 87Rb eingesetzt,da esu.a. ein besondersg•unstigesVerh•alt-
nis von

"
guten\ zu

"
schlechten\ St•o�en besitzt. •Uberblicke •uber Evaporationsk•uhlung

sind in [74, 75] gegeben.

3.4.2 Vork•uhlung und Magnetfalle

Zu Beginn einesjedenExperimentlaufes wird die MOT mit einemkontinuierlichenAtom-
strahl aus dem Funnel f•ur typischerweise 15{30s geladen. Die MOT wird dann kom-
primiert und die Temperatur der Atome durch Polarisationsgradientenk•uhlung weiter
verringert. Details und experimentelle Parameter hierzu sind in [76, 35] dokumentiert.
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Laden der Magnetfalle

Durch resonante � + -Lichtpulse ( •UbergangF = 2 ! F 0= 3) werden die Atome nach der
Polarisationsgradientenk•uhlung in den Zustand jF = 2; mF = 2i gepumpt, der in der Ma-
gnetfalle (MT) gefangenwerdensoll. Die sp•ater in die Magnetfalle umgeladeneAtomzahl
h•angt von der Gesamtenergie desPumppulsesab. F•ur reproduzierbare Ausgangsbedin-
gungenf•ur den weiteren Ablauf desExperimentes sind jedoch konstante Atomzahlen in
der MT notwendig. Aus diesemGrund wurde eine Stabilisierung der Gesamtenergie des
Pumppulsesmit Hilfe einer elektronischen Schaltung implementiert. Dieseintegriert die
auf einer Monitor-F otodiode auftre�ende optische Leistung auf und schaltet den Pump-
puls bei Erreichen einer vorgegebenenGesamtenergie ab.

Schlie�lic h wird die Magnetfalle unter Beachtung von
"
mode matching\ [40] ange-

schaltet (B 0 = 72G/cm, B0 = 23G).

Evaporation in der Magnetfalle

In einer harmonischen Falle be�nden sich energiereichere Atome mit gr•o�erer Wahr-
scheinlichkeit am Rand der Falle als energie•armere Atome. Verdampfungsk•uhlung kann
daher experimentell umgesetzt werden, indem Atome am Rand der Falle aus der Falle
entfernt werden. In der TOP-Falle stehen dazu

"
circle of death\ (COD)-Evaporation

und Radiofrequenz(Rf )-Evaporation als Verfahren zur Verf•ugung. Bis einschlie�lic h zu
den Experimenten zum Dispersionsmanagement wurden bei uns beide Verfahren ein-
gesetzt. Es zeigte sich jedoch, dassauf die Rf-Evaporation zugunsten einesschnelleren
Experimentablaufes verzichtet werden kann. Daher soll hier nur die COD-Evaporation
beschrieben werden.

Die COD-Evaporation wird in unseremExperiment als
"
forced evaporation\ betrie-

ben. Der Radius r d = B0=B0 des
"
circle of death\ wird durch Reduktion des Bias-

FeldesB0 kontinuierlich verringert. Auf dem COD f•uhren Majorana-•Uberg•ange (siehe
Abschnitt

"
Magnetfalle\ , S.26) in nicht gefangenemF -Zust•andedabei zu einerbevorzug-

ten Entfernung der energiereichsten Atome aus der Falle. Die Reduktion desBiasfeldes
bewirkt gleichzeitig eine Erh•ohung der Fallenfrequenzenund damit der Dichte und der
Sto�rate.

3.4.3 Optische Dip olfalle und Kondensation

Im Gegensatzzu fr •uherenExperimenten [35] fand die eigentliche Kondensation bei allen
in dieser Arb eit vorgestellten Experimenten nicht mehr in der Magnetfalle, sondern in
der optischen Dipolfalle statt.

Transfer in die optisc he Dip olfalle

Die Atomwolkewird dazubei einer typischenPhasenraumdichte D ' 3�10� 2 von der Ma-
gnetfalle in die gekreuzteoptische Dipolfalle umgeladen,die Wellenleiter und Haltestrahl
zusammenbilden. Das Umladen �ndet in zwei Phasenstatt: In der ersten Phasewird
die Dipolfalle mit einer linearen Intensit•atsrampe innerhalb von typischerweise500ms
angeschaltet. In der zweiten Phasewird dann die Magnetfalle innerhalb von 300ms ab-
geschaltet.
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Abbildung 3.6: Umlade- und Kondensations-Sequenz:Gezeigt ist der Verlauf desMagnetfal-
lenstroms (rot) und der Leistungen in den Strahlen der optischen Dipolfalle (blau: Wellenleiter,
gr•un: Haltestrahl). Thermische Atome werdenbei einer typischen Phasenraumdichte D ' 3�10� 2

von der Magnetfalle in die optische Dipolfalle umgeladen.Dort wird der Quanten-Phasen•uber-
gangzum BEC durch kontinuierliche Reduktion der Potentialtiefe (

"
forced evaporation\ ) erzielt.

Nach Abschluss der Kondensation werden die Einzelpotentiale auf die f•ur die eigentlichen Expe-
rimente jeweils ben•otigten Werte gerampt.

Abbildung 3.6 zeigt einen typischen Verlauf des Magnetfallenstroms und der Inten-
sit•aten der Fallenstrahlen. Der Ein
u� des Gravitationsp otentials auf das Magnetfal-
lenpotential wurde bereits in Abschnitt 3.1.1 kurz besprochen. Die rechnerisch erwar-
tete Fallenfrequenz� z und Fallentiefe � Vwg des optischen Wellenleiterpotentials unter
Einwirkung der Schwerkraft sind in Abb. 3.7 in Abh•angigkeit von der Strahlintensit•at
dargestellt. Dabei wurde die gemesseneStrahltaille Wwg = 60(5) � m zugrunde gelegt
und die Abschw•achung des Strahls durch Re
exionsverluste beim Eintritt in die Glas-
zelleber•ucksichtigt. Die gepunkteten gr•unen Linien zeigenzum Vergleich die erwarteten
Verl•aufe bei Vernachl•assigungder Gravitation. Experimentell wurden Fallenfrequenzen
(Sterne) durch Anregung transversalerDipolschwingungen kleiner Amplitude von Kon-
densatenim Wellenleiter bestimmt. Die Messwerte k•onnen bis auf 2Hz genau angege-
ben werden, liegen aber systematisch um ein Vielfaches dieser Unsicherheit unterhalb
der theoretischen Erwartung. Der genaue Grund f•ur diese Diskrepanz konnte bisher
noch nicht ermittelt werden, da weder die Messungenauigkeit bei der Bestimmung der
Strahltaille noch die Unsicherheit von < 2mm in der longitudinalen Position des Fo-
kusseseine solche Diskrepanz erkl•aren k•onnten. Als weitere M•oglichkeit kommt noch
eine fehlerhafte Eichung des Powermeters in Betracht. Dies konnte jedoch leider nicht
mehr •uberpr•uft werden. Zur Auswertung der Experimente wurden daher die jeweils ex-
perimentell bestimmten Fallenfrequenzenverwendet. Die theoretisch erwartete e�ektiv e
Gesamt-Potentialtiefe f•ur den Einschluss in vertikaler Richtung ist bei gutem •Uberlapp
von Wellenleiter und Haltestrahl aus der Summe � V = � Vwg + � Vxdt der Tiefen der
beiden Einzelpotentiale gegeben. Die Fallentiefe l•angsdesWellenleiters ist hingegenim
wesentlichen durch die Intensit•at desHaltestrahls alleine bestimmt.

Die Positionen der Magnetfalle und der aus Wellenleiter und Haltestrahl gebildeten
Dipolfalle wurden •uberlappt und nach Erreichen der Kondensation auf maximale Atom-
zahl im Kondensat hin optimiert. Die Ausdehnung der Atomwolke in der Magnetfalle
direkt vor dem Umladen betr•agt typischerweise� x = 80� m und � z = 29� m. Bei dem
eingestelltenMagnetfeld (B 0 = 195G/cm, B0 = 22G) entspricht dies einer Temperatur
T = 660nK. Aus der gemessenenAtomzahl N = 9:6 � 105 ergibt sich damit eine Pha-
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Abbildung 3.7: Ein
u� des Gravitationsp otentials auf den Wellenleiter mit Strahltaille
Wwg = 60� m. In Blau dargestellt sind die e�ektiv e Frequenz (a) und die Fallentiefe (b) in
vertikaler Richtung in Abh•angigkeit von der optischen Leistung des Wellenleiter-Strahls. Die
gepunkteten gr•unen Linien zeigenden Verlauf der Frequenzbzw. der Fallentiefe ohne Gravitati-
onsfeld.Die gro�e Diskrepanzzwischen Theorie (blaue Linie) und Messungen(Sterne) macht bei
den Experimenten eine direkte Eichung der Fallenfrequenzendurch Untersuchung der Schwin-
gung einesKondensatesin der jeweiligen Falle notwendig.

senraumdichte D = 3 � 10� 2. Die mittels Time-of-Flight gemessenePhasenraumdichte
150ms nach dem Abschalten der Magnetfalle betr•agt typischerweiseD = 2 � 10� 1, ist
also ca. eine Gr•o�enordnung gr•o�er als vor dem Umladeprozess.Der Anstieg der Pha-
senraumdichte ist hierbei mit einer deutlichen Reduktion der Wolkengr•o�e verbunden,
w•ahrend die Temperatur leicht ansteigt und die Atomzahl von typischerweise9 � 105 auf
typischerweise3 � 105 reduziert wird.

Kondensation in der optisc hen Dip olfalle

Zur weiteren Erh•ohung der Phasenraumdichte nach dem Umladen k•onnen COD- und
Rf-Evaporation nicht verwendet werden, da im optischen Potential alle mF -Zust•ande
gefangensind. Daher wird die weitere erzwungeneEvaporation durch kontinuierliche
Erniedrigung der Potentialtiefen der optischen Dipolfalle mittels einer Verringerung der
Strahlleistungen realisiert. Einen typischen Verlauf der einzelnenStrahlleistungen zeigt
Abb. 3.6. Experimentell hat sich gezeigt,dassKondensation durch verschiedeneSequen-
zen erreichbar ist und nicht kritisch von den einzelnenParametern abh•angt. Sowohl bei
Evaporation vorwiegend l•angs des Wellenleiters als auch bei Evaporation vorwiegend
transversal zum Wellenleiter k•onnen sehr reproduzierbar Kondensate erzeugt werden.
Nach Abschlu� desKondensationsprozesseswerdendie Strahlleistungen wieder auf Wer-
te erh•oht, die den f•ur dasjeweilige Experiment ben•otigten Fallenfrequenzenentsprechen.

Bis zur aktiven elektronischen Stabilisierung der Dipolstrahlleistungen (siehe Ab-
schnitt 3.2.3) musstendie Amplituden der AOM-Steuersignalew•ahrend desExperimen-
tierens h•au�ger nachgestellt werden.Hauptursache daf•ur war einetrotz aller experimen-
teller VorkehrungenschwankendeEinkopplungse�zienz der Dipolfallen-Laserstrahlenin
die Glasfasern.Das Problem wurde durch die aktive Stabilisierung behoben, so dassdie
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3.4 Bose-Einstein-Kondensation

Kondensationnun •au�erst reproduzierbar ist. Dieserm•oglicht die routinem•a�ige Produk-
tion von Kondensatenmit 2�103{1 �105 Atomen und relativenAtomzahl
uktuationen, die
bei sehrkleinen Kondensatenim Bereich von 20%und bei gro�en Kondensatendarunter
liegen.

Signaturen der Bose-Einstein-Kondensation

Der Quanten-Phasen•ubergangzum Bose-Einstein-Kondensatgeht mit einer Reihe cha-
rakteristischer Ver•anderungeneinher. Ein wesentlicher Punkt dabei ist, dasssich bei der
Kondensation in einer harmonischen Falle nicht nur die Impulsverteilung, sondernauch
die Ortsverteilung stark •andert. Dies stellt einen wesentlichen Unterschied zur Bose-
Einstein-Kondensation freier Teilchen dar und erm•oglicht einen wesentlich einfacheren
experimentellen Nachweis der Kondensation.

F•ur den Nachweis der makroskopischen BesetzungdesFallengrundzustandswerden
Time-of-
igh t-Bilder nach einer typischen Fallzeit von 15ms aufgenommen.Dabei wird
die AbschneideenergieE t •uber die Tiefe Vend des optischen Potentials am Ende der
Evaporationsrampe (siehe Abb. 3.6) langsam verringert. Die Kondensation zeigt sich
dann durch einen pl•otzlichen Anstieg der optischen Dichte bei einem Wert V 0

end. F•ur
Vend < V 0

end entstehen Kondensate mit einem abnehmendenthermischen Untergrund.
Sie zeichnen sich durch eine bimodale Geschwindigkeitsverteilung und eine anisotrope
Expansion aus. F•ur eine ausf•uhrlichere Diskussion dieser Methoden sei z.B. auf [40]
verwiesen.
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4 Dispersionsmanagement f•ur Materiew ellen

Das Zer
ie�en von Materiewellenpaketen aufgrund der Vakuum-Dispersionsrelation ist
einesder herausragendstenQuantenph•anomeneund wird in fast jedemQuantenmechanik-
Lehrbuch behandelt [57, 77]. Mit Hilfe von periodischen Potentialen kann die Disper-
sionsrelationund damit die Dynamik desWellenpaketesgezielt ver•andert werden.Dieser
Ansatz entspricht dem Dispersionsmanagement f•ur Lichtpulse in r•aumlich periodischen
Brechungsindex-Strukturen [22, 23].

Erste Experimente in dieserRichtung wurden schon im Kontext von Blochoszillatio-
nen mit thermischen Atomen [78] und Kondensaten [34] unternommen. Die Modi�k a-
tion der Schwingungsfrequenzder Dipolschwingungsmode einesKondensatesaufgrund
der ver•anderten Dispersionsrelation in Anwesenheiteinesperiodischen Potentials wur-
de in einer Reihe anderer Experimente detailliert untersucht [79, 80]. Im Gegensatzzu
diesenExperimenten, bei denendie BewegungdesSchwerpunktes studiert wurde, wird
in diesem Kapitel die Entwicklung der Ortsverteilung der Atomwolke in einer quasi-
eindimensionalenSituation untersucht. Die im FolgendenvorgestelltenExperimente zei-
gen, dassdie Dispersion und damit die Wellenpaket-Dynamik experimentell kontrolliert
werden kann. Dies ist ein neuesWerkzeug,das eserlaubt, das Wechselspielvon Disper-
sion und Atom-Atom-Wechselwirkung zu studieren. Erst hiermit wurde die Realisierung
von atomaren Gap-Solitonen, die im folgendenKapitel besprochen wird, m•oglich.

In den Abschnitten 2.1.1 und 2.1.2 wurden die theoretischen Grundlagen zu ei-
nemTestexperiment f•ur Dispersionsmanagement von Materiewellenerl•autert. Ausgangs-
punkt war ein Wellenpaket wechselwirkungsfreierAtome in einemeindimensionalenWel-
lenleiter. Das Wellenpaket sollte sich dabei transversal im Grundzustand be�nden und
die N•aherung konstanter e�ektiv er Masseerforderte f•ur die Impulsbreite l•angsdesWel-
lenleiters � x � krec. Um w•ahrend experimentell verl•asslich realisierbarer Propagations-
dauern einesigni�k ante Verbreiterung desWellenpaketesbeobachten zu k•onnen,darf die
Anfangsgr•o�e � x (0) nicht zu gro� eingestellt werden. F•ur ein hinreichend gutes Signal-
Rausch-Verh•altnis in denAbsorptionsbildern sollte zudemdie Anfangsdichte (d.h. bei ge-
gebenerGr•o�e der Atomwolkealsodie Anfangsatomzahl)nicht zu klein sein.F•ur typische
experimentelle Werte (N = 3� 103 Atome, ! ? = 2� � 85Hz, � x = 0:2krec, � x (0) = 30� m)
ergibt sich dann rechnerisch eine Phasenraumdichte D = 937 � 2:61 = Dc. Unter
der Annahme der Eindimensionalit•at ist ein solches Wellenpaket also nur als Bose-
Einstein-Kondensat realisierbar. Die Wechselwirkung der Atome ist in diesemFall nicht
vernachl•assigbar, sondern muss bei der Interpretation der experimentellen Ergebnisse
ber•ucksichtigt werden.

In Bereichen normaler Dispersion kann f•ur dominierende Wechselwirkung und f•ur
kurze Propagationszeiten eine analytische N•aherungsformel f•ur die Breite � x (t) aus
der nichtlinearen Optik •ubernommen werden. In Bereichen anomaler Dispersion zeigt
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Kapitel 4 Dispersionsmanagement f•ur Materiewellen

ein Bose-Einstein-Kondensatjedoch Kollaps-Dynamik. Numerische 2D-Rechnungenzei-
gen, dassdieserKollaps f•ur unsereexperimentelle Situation innerhalb der ersten 3{6 ms
abl•auft. Dies f•uhrt zu einer Anregung h•oherer transversalerZust•ande und damit zu ei-
nem schnellen Abbau der Dichte, so dassdie weitere Dynamik in guter N•aherung linear
ist.

4.1 Theoretisches Mo dell f•ur Propagation im Bereich anomaler
Dispersion

In einemExperiment (sieheVer•o�en tlichung, n•achster Abschnitt) wurde die Anwendbar-
keit der N•aherungkonstanter e�ektiv er Massein Abh•angigkeit von der Modulationstiefe
des periodischen Potentials untersucht. Dazu wurden anf•anglich gau�f •ormige Wellen-
pakete an der Bandkante pr•apariert und deren Propagation im Wellenleiter •uber eine
Dauer von 60ms beobachtet.

Das lineare Modell ausAbschnitt 2.3.2soll f•ur ein sowohl qualitativ esals auch quan-
titativ es Verst•andnis auf dieseDaten angewendet werden. Der anf•angliche Kollaps des
Wellenpaketeskann jedoch nicht durch einelineare Theorie beschrieben werden.Deshalb
wird als Anfangswellenpaket 	 0(x) f•ur die Simulation eineGau�funktion verwendet, die
an die gemesseneDichteverteilung nach 20ms Propagation ge�ttet wird. Die ge�ttete
1=e2-Breite der Dichteverteilung seimit � 0 bezeichnet. Da diesesWellenpaket aber nicht
unsch•arfebegrenzt ist, wird im Ortsraum eine quadratische Phase hinzugef•ugt. Diese
quadratische Phaseist sogew•ahlt, dassdie Fouriertransformierte desWellenpaketesmit
der gemessenenBreite � mes der in erster N•aherunggau�f •ormigen (Quasi-) Impulsvertei-
lung konsistent ist:

	 0(x) =
�

2
� � 2

0

� 1=4

u1;k0 (x) � exp
�
�

(x � x0)2

� 2
0

+ ik 0(x � x0) + i
�
2

(x � x0)2
�

; (4.1)

wobei die Kr •ummung � der quadratischen Phasegegeben ist durch

� = �
1
� 2

0

q
� 2

mes�
2
0 � 4: (4.2)

DasWellenpaket wird gem•a� Gleichung (2.47) numerisch propagiert. Zum Vergleich wird
f•ur E1(k) einmal die volle Dispersionsrelationverwendet und einmal die e�ektiv e-Masse-
N•aherung E1(k) � ~(k� k0 )2

2 me�
. Die experimentellen Daten und die zu den numerischen

Ergebnissengeh•orenden Einh•ullenden A(x; t) sind in Abbildung 2(d-f) der Ver•o�en tli-
chung, folgenderAbschnitt dargestellt.

4.2 Ver•o�entlichung " Dispersion Management for Atomic Mat-
ter Waves\

In der Ver•o�en tlichung
"
Dispersion Management for Atomic Matter Waves\ wird die

Propagation einesMateriewellenpaketesin einemperiodischen Potential untersucht. Die
Experimente �nden in einem eindimensionalenWellenleiter statt und die Wellenpakete
sind durch 87Rb-Bose-Einstein-Kondensaterealisiert. Die Untersuchungenkonzentrieren
sich dabei auf drei Aspekte:
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4.2 Ver•o�en tlichung
"
Dispersion Management for Atomic Matter Waves\

1. Ein erstesExperiment (sieheFig. 1) stellt die experimentelle Umsetzungdesin Ab-
schnitt 2.1.1 theoretisch erl•auterten Testexperiments f•ur Dispersionsmanagement
dar. Das Wellenpaket wird zun•achst im Zentrum der Brillouinzone bei positiver
e�ektiv er Massepr•apariert und expandiert im Ortsraum. Nach einer gewissenPro-
pagationszeitwird esdurch hinreichend langsameBeschleunigung desperiodischen
Potentials im Quasiimpulsraum adiabatisch an die Bandkante verschoben. Auf-
grund der dort negativen e�ektiv en Massekehrt sich die Dispersionsdynamik um
und das Wellenpaket komprimiert bis nahezuauf seineAnfangsgr•o�e.

2. In einerzweiten Experimentreihe (sieheFig. 2) wird die Anwendbarkeit der e�ektiv e-
Masse-N•aherunguntersucht. Dazu wird die Propagation von Wellenpaketen an der
Bandkante f•ur verschiedeneModulationstiefen des periodischen Potentials beob-
achtet. Die ver•anderte Dispersionrelation f•uhrt im Laufe der Propagation zu einer
Verzerrung der Wellenpaketform. Auf diese experimentellen Daten wird das im
vorigen Abschnitt beschriebenelineare theoretische Modell angewendet.

3. Eine dritte Experimentreihe (siehe Fig. 3) befa�t sich schlie�lic h mit einer syste-
matischen Studie der maximalen und minimalen Gruppengeschwindigkeiten im
untersten Energieband.
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4.2 Ver•o�en tlichung
"
Dispersion Management for Atomic Matter Waves\
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5 Atomares Gap-Soliton

Nicht zer
ie�ende lokalisierte Wellenpakete, helle Solitonen, sind ein besondersein-
drucksvolles Beispiel f•ur nichtlineare Wellendynamik. Sie treten in so unterschiedlichen
Feldern wie der Physik, der Biologie, der Ozeanographieund der modernenTelekommu-
nikation auf. Fundamentale Solitonen k•onnen sich nur dann bilden, wenn nichtlineare
und lineare Dynamik einander kompensieren(sieheAbschnitt 2.2.2).

F•ur Materiewellen wurden helle Solitonen f•ur attraktiv e Wechselwirkung [24, 25] und
dunkle Solitonen f•ur repulsive Wechselwirkung [26, 27] bereits demonstriert. In einem
periodischenPotential liegt aufgrund der ver•andertenDispersionsrelationjedoch einean-
dere Situation vor und die Bildung von Gap-Solitonen [81] und diskreten Solitonen [54]
wurde theoretisch vorhergesagt.Optische Gap-Solitonen in selbstfokussierendenMedien
wurden unter Verwendung von Strukturen mit periodisch moduliertem Brechungsindex
bereits realisiert [53].Die Dynamik einesBose-Einstein-Kondensatsmit repulsiver Atom-
Atom-Wechselwirkung entspricht hingegender Lichtausbreitung in einemselbstdefokus-
sierendenMedium. In diesemKapitel wird nun die erste experimentelle Demonstration
von hellen atomaren Gap-Solitonen f•ur repulsive Wechselwirkung vorgestellt.

Im ersten Abschnitt werden die Voraussetzungenzur Erzeugung einessolchen ato-
maren Gap-Solitons und die damit verbundenenexperimentellen Schwierigkeiten, sowie
deren L•osungdiskutiert. Zwei Punkte waren dabei besondersentscheidend: Erstens die
Eliminierung transversalerSchwingungendesWellenpaketesim Wellenleiter durch einen
grundlegendenUmbau der optischen Potentiale und zweitensdie Erzeugungreiner Kon-
densatemit sehrkleiner Atomzahl mittels Bragg-Beugung.Im darau�olgenden Abschnitt
werden die Eigenschaften des beobachteten Gap-Solitons systematisch untersucht. Da-
bei zeigt sich eine hervorragende •Ubereinstimmung mit den theoretischen Erwartungen.
Nach einem kurzen Abschnitt •uber Solitonen h•oherer Ordnungen wird schlie�lic h ein
Vorschlag zur Untersuchung von Soliton-Kollisionen vorgestellt. Im Rahmen dieser Di-
plomarbeit wurden die hierf•ur ben•otigten optischen Potentiale, sowie das eingesetzte
Diodenlasersystemaufgebaut und f•ur erste Vorexperimente genutzt.

5.1 Experimentelle Realisierung

Die Realisierung heller Solitonen bei repulsiver Atom-Atom-Wechselwirkung, wie sie in
dem verwendeten87Rb-Bose-Einstein-Kondensatauftritt, ist nur bei anomaler Materie-
wellen-Dispersionm•oglich. Diesewird in unseremExperiment durch die in Abschnitt 2.1
theoretisch erl•auterte und in Kapitel 4 experimentell untersuchte Technik desDispersi-
onsmanagements f•ur Materiewellen mittels schwacher periodischer Potentiale realisiert.
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Kapitel 5 Atomares Gap-Soliton

5.1.1 Voraussetzungen

In Kapitel 2 wurde die Strategie zur Erzeugungatomarer Gap-Solitonenin einemschwa-
chenperiodischenPotential von einemtheoretischenStandpunkt her erl•autert. Aus prak-
tischer Sicht stellt der vorgestellte Ansatz folgende essentielle Anforderungen an das
Experiment:

1. Das Wellenpaket mu� adiabatisch im Quasiimpulsraum an den Rand der Brillouin-
zonepr•apariert werden. Dassdies m•oglich ist, wurde schon in den Experimenten
zum Dispersionsmanagement in Kapitel 4 gezeigt.

2. Die Breite des Wellenpaketes im Quasiimpulsraum � mu� wesentlich kleiner sein
als die Breite der Brillouinzone G = 2krec. Nur dann ist die Beschreibung durch
einekonstante e�ektiv eMasseeinegute N•aherung.DieseBedingung impliziert eine
r•aumlicheAusdehnung � 0 desWellenpaketes•uber viele Periodend desperiodischen
Potentials. Mit einer typischen Anfangs-Wellenpaketgr•o�e � 0 = 14� m ist diese
Bedingung im Experiment gut erf•ullt.

3. Das Wellenpaket darf keine signi�k ante Beschleunigung l•angs des Wellenleiters
durch ein longitudinales Potential erfahren.F•ur ein Wellenpaket an der Bandkante
•ubersetzt sich die Forderung jk(t) � k0j � G in die Bedingung t � ! � 1

k . Bei
einer typischen longitudinalen Fallenfrequenz! k = 2� � 0:5Hz beschr•ankt dies die
Beobachtungszeit auf einige zehn Millisekunden.

4. Die transversalenFreiheitsgrade des Wellenpaketes m•ussenf•ur Solitonen der ge-
suchten einfachen Form 2.39ausgefrorensein,sodassdie Dynamik auf die Dimen-
sion l•angs des Wellenleiters beschr•ankt ist. Es sei angemerkt, dass die Existenz
nicht-zer
ie�ender Wellenpakete auch in zweidimensionalenperiodischen Poten-
tialen vorhergesagtwurde [82], dieseunterscheiden sich jedoch qualitativ von den
in dieserArb eit untersuchten eindimensionalenGap-Solitonen.Dynamische Eindi-
mensionalit•at in einem eindimensionalenWellenleiter erfordert gem•a� (2.32) eine
hinreichend niedrige lineare Dichte desWellenpaketes.F•ur typische experimentelle
Parameter ist dann auch die Bedingung (2.36) f•ur die Beschr•ankung der Dynamik
auf das unterste Energiebanderf•ullt.

5. F•ur die Bildung einesfundamentalen Solitons m•ussennach der Solitonbedingung
(2.41) reproduzierbar Kondensate mit wenigen hundert Atomen erzeugt werden
k•onnen.Zur Erf •ullung der Solitonbedingungw•aren zwar auch gr•o�ere Atomzahlen
bei kleineren Anfangsbreiten m•oglich, jedoch w•urde dieszu h•oherenlinearen Dich-
ten und damit zu einer Verletzung der Bedingung f•ur Eindimensionalit•at f•uhren.

Diese Bedingungen schr•anken den prinzipiell realisierbaren Parameterbereich ein und
begrenzendie m•ogliche Beobachtungsdauer. Gleichzeitig stellen sie hohe Anspr•uche an
die experimentelle Umsetzung. Auf die Entwicklung einesSchemaszu Kondensation in
der gekreuzten Dipolfalle und auf die aktive Stabilisierung der Fallenpotentiale wurde
schon in Kapitel 3 eingegangen.Weitere wichtige Ma�nahmen und Techniken werden in
den folgendenAbschnitten besprochen.
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5.1 Experimentelle Realisierung

Abbildung 5.1: Auswirkungen transversalerSchwingungen im Wellenleiter auf die Dynamik
l•angsdesWellenleiters. a),b) Zeitreihen, die aus Schnitten l•angsdesWellenleiters durch 52 Ein-
zelaufnahmen zusammengesetztund im Bezugssystemdes periodischen Potentials dargestellt
sind. Durch transversaleAnregungen entsteht eine nahezu harmonische Schwingung im Quasi-
impulsraum, die zu der abgebildetetencharakteristischen S•agezahn-BewegungdesWellenpaketes
f•uhrt. Die Dispersion ist dabei aufgrund einer im zeitlichen Mittel betraglich sehr gro�en e�ekti-
ven Massestark unterdr •uckt. Die eingetragenenroten Linien entsprechen den extremalen Grup-
pengeschwindigkeiten im untersten Band. F•ur a) wurde eine Pr•aparation 0 ! 1:5krec ! krec

verwendet, f•ur b) die •ubliche Pr•aparation 0 ! krec . c) Aufgrund desWinkels � = 21� zwischen
Wellenleiter und optischer Stehwellewird beim Pr•aparationsprozesseinetransversaleSchwingung
angeregt.DieseSchwingung im Ortsraum verursacht ihrerseits die Schwingung im Quasiimpuls-
raum. d) Energie und Gruppengeschwindigkeit in Abh•angigkeit desQuasiimpulses.

5.1.2 Transversale Schwingungen

Schon bei den ersten Versuchen zur Realisierung einesatomaren Gap-Solitons zeigten
sich auch f•ur lange Propagationszeitenlokalisierte Peaksin der Dichteverteilung. Aller-
dings stimmten die Positionen dieser Peaks nicht mit der Erwartung aus der Theorie
f•ur Solitonen •uberein, aufgrund der sie bez•uglich der optischen Stehwelle ruhen sollten.
Bei einer detaillierteren Untersuchung der Dynamik zeigte sich, dassdie genaueForm
der auftretenden Strukturen vom Verlauf der jeweils verwendetenPr•aparationssequenz
abh•angig ist und nicht nur von der Position im Quasiimpulsraum am Ende der Pr•apara-
tion. Allen beobachteten Dynamiken ist jedoch gemeinsam,dassein oder mehrerePeaks
in der Dichteverteilung entstehen, deren Dispersion stark unterdr •uckt ist und die im
Ortsraum S•agezahn-Bewegungenmit Gruppengeschwindigkeiten nahe der extremalen
Gruppengeschwindigkeiten im untersten Band durchf•uhren.
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Als Beispiel ist in Abb. 5.1a ein besonderseinfacher zeitlicher Verlauf abgebildet.Die-
ser entsteht auf sehr reproduzierbare Weisebei einer Pr•aparationssequenz,bei der das
Wellenpaket im Quasiimpulsraum adiabatisch zun•achst auf 1:5krec pr•apariert und dann
ohne Zeitunterbrechung wieder an den Brillouinzonen-Rand bei krec zur•uckverschoben
wird. Bei den zeitlichen Verl•aufen f•ur die •ubliche direkte Pr•aparation an die Bandkante
treten zus•atzlich zu der S•agezahn-Struktur noch Aufspaltungen des Wellenpaketes auf
(sieheAbb. 5.1b). Tiefere Ursache f•ur den S•agezahn-Verlauf ist einetransversaleSchwin-
gung desWellenpaketesim Wellenleiter, die w•ahrend der Pr•aparation angeregtwird. Die
Aufspaltung entsteht hingegendurch Mit wirkung nichtlinearer E�ekte.

Abb. 5.1c zeigt den Wellenleiter und das durch die optische Stehwelle gebildete pe-
riodische Potential. Zum damaligen Zeitpunkt waren der Wellenleiter und die Stehwelle
nicht kolinear, sondern schlossenaus Platzgr•unden einen Winkel � = 21� ein. Dieser
Winkel ist f•ur die Anregung der transversalenSchwingung w•ahrend des Pr•aparations-
prozessesund damit f•ur die oben beschriebenenPh•anomeneverantwortlich. Die Zusam-
menh•angewerden im Folgendenn•aher erl•autert.

F•ur die Pr•aparation desWellenpaketesbei einem bestimmten Quasiimpuls wird das
periodische Potential adiabatisch auf die entsprechende Geschwindigkeit beschleunigt
(sieheAbschnitt 2.1.2). Selbstverst•andlich muss dabei die aufgrund desWinkels � ver-

•anderte Periodizit •at d(w g)
sw = dsw

cos� = � sw=2
cos� l•angsdesWellenleitersber•ucksichtigt werden.

Die Verstimmung der beidenStehwellenstrahlenwird w•ahrendder Pr•aparation alsoadia-
batisch von � ! = 0 auf � ! = 4~k2

l
2m cos2 � erh•oht. F•ur die weitere Propagationszeitbleibt

die Verstimmung konstant auf diesemWert.

Die exakte Dynamik des Systemsw•ahrend und nach der Pr•aparation ist durch das
Zusammenwirken des periodischen Potentials und des transversalenWellenleiterpoten-
tials bestimmt. Die vollst•andigen Bewegungsgleichungen sind nicht exakt analytisch
l•osbar, sondernk•onnen nur in einer 2D-Simulation numerisch integriert werden. Quali-
titativ kann die Dynamik aber folgenderma�en verstandenwerden: L•angsder Stehwelle
erfahren die Atome die entsprechende ver•anderte Dispersionsrelation mit einer Band-
struktur, wohingegensenkrecht dazu die quadratische Dispersionsrelationfreier Teilchen
gilt. W•ahrend des Pr•aparationsprozesseserh•alt das Wellenpaket im Laborsystem eine
Geschwindigkeit l•angsder Stehwelle und wird aufgrund desWinkels � daher transversal
zum Wellenleiter ausgelenkt.Bei der weiteren Propagation f•uhrt das Wellenpaket dann
im Ortsraum in senkrechter Richtung zum Wellenleiter eine in erster N•aherung harmo-
nische Schwingung mit der Frequenz ! ? des transversalen Wellenleiterpotentials aus.
Aufgrund desWinkels � zwischen Wellenleiter und Stehwelle haben die entsprechenden
Beschleunigungskr•afte F (t) = � m! 2

? y(t) eine Komponente Fsw(t) = F (t) sin � entlang
der optischen Stehwelle. DieseKr •afte verursachen eine in erster N•aherung harmonische
Schwingung desWellenpaketes im Quasiimpulsraum.

Bei entsprechenderAmplitude h•alt sich dasWellenpaket bei der harmonischenSchwin-
gung im Quasiimpulsraum jeweils langebei den Umkehrpunkten auf und •uberstreift die
dazwischenliegendenQuasiimpulsesehr schnell. In den Bereichen um die Punkte k �

1 di-
vergierendere�ektiv er Massenim Quasiimpulsraum •andert sich die Gruppengeschwin-
digkeit nur recht langsam mit k, w•ahrend sie sich im dazwischenliegendenBereich um
krec sehr schnell •andert (sieheAbb. 5.1d). Liegen die Umkehrpunkte der Schwingung in
den Bereichen um k �

1 , so entsteht im Bezugssystemdes periodischen Potentials l•angs
des Wellenleiters geradedie beobachtete S•agezahn-Bewegung. Die Dispersion ist dabei
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wegender im zeitlichen Mittel betraglich sehrgro�en e�ektiv en Massestark unterdr •uckt.
Bei nichtverschwindender interatomarer Wechselwirkung k•onnenaufgrund der nicht-

linearen Dynamik Aufspaltungen im Quasiimpulsraum auftreten [22] und entsprechen-
de Aufspaltungen im Ortsraum bewirken. In Verbindung mit der oben beschriebenen
Schwingung im Quasiimpulsraum k•onnendamit Strukturen wie in Abb. 5.1b entstehen.
Dies konnte trotz der Zweidimensionalit•at der E�ekte zumindest qualitativ sogarschon
durch 1D-Simulationen veri�ziert werden.

Die beschriebenen transversalenSchwerpunkts-Schwingungen und die daraus resul-
tierenden Probleme wurden durch einen grundlegendenUmbau der Optik um die Glas-
zellebehoben.DieserUmbau erlaubte es,denWellenleiter und die optischeStehwellenun
kolinear durch die Glaszellezu f•uhren. F•ur alle im FolgendenbeschriebenenExperimente
wurde dieserneueAufbau verwendet.

5.1.3 Longitudinale Beschleunigungen

Neben Schwingungen im Quasiimpulsraum durch transversaleAnregungenm•ussenauch
Verschiebungenim Quasiimpulsraumdurch die Gravitationskraft vermiedenwerden.Aus
diesemGrund wird die Richtung des Wellenleiters w•ahrend der Experimente so stabi-
lisiert, dass sie stets senkrecht zum Gradienten des Gravitationsp otentials steht. Die
bei dieser Ausrichtung notwendige Genauigkeit h•angt von der St•arke des periodischen
Potentials ab, da sich der Bereich nahezukonstanter e�ektiv er Massemit steigenderMo-
dulationstiefe V0 vergr•o�ert. F•ur die typische Potentialst •arke V0 = 0:7E rec ist me� am
Brillouinzonenrand lediglich •uber einenBereich von � 0:05krec bis auf 50% konstant. Um
sicherzustellen, dassdas Wellenpaket innerhalb einer typischen Propagationsdauervon
50ms nicht aus diesem Bereich des Quasiimpulsraums hinausbeschleunigt wird, muss
der Winkel zwischen Wellenleiter und Gravitationsgradient auf 30� rad genaueingestellt
und stabilisiert werden.

Praktisch kann die Richtung desWellenleiters am einfachsten durch leichtes Kipp en
des gesamten optischen Tisches ver•andert werden. Der Verkippungswinkel wird dabei
mit Hilfe einer Quadranten-Fotodiode •uberwacht, die an der Labordecke montiert ist
und auf die ein bez•uglich des optischen Tisches �xer Laserstrahl tri�t. Die erstmali-
ge korrekte Ausrichtung des Wellenleiters zum Gravitationsp otential ist mit Hilfe der
Propagation eines Wellenpaketes im Wellenleiter ohne periodisches Potential m•oglich.
Die vertikale Richtung des Wellenleiters wird dabei so justiert, dassdie Positionen der
Wellenpaket-Schwerpunkte zu Beginn der Propagation und nach einer langenPropagati-
onszeit (t ypischerweise100ms) •ubereinstimmen. Auch w•ahrend der Experimente wurde
mittels dieserMethode die korrekte Anzeige der Quadrantenfotodioden-Methode in re-
gelm•a�igen Abst•anden •uberpr•uft.

5.1.4 Eindimensionalit •at

Eine der wichtigsten Anforderung bei der Konstruktion unserer BEC-Apparatur war
die M•oglichkeit, mit ihrer Hilfe eindimensionalequantenmechanische Ph•anomeneunter-
suchen zu k•onnen. Ein Kondensat wird dabei als eindimensional (oder genauer:quasi-
eindimensional) bezeichnet, wenn die durch die interatomaren Wechselwirkungenverur-
sachte nichtlineare Energie Enl gegen•uber der Anregungsenergie~! ? desharmonischen
Potentials in transversaler Richtung vernachl•assigbar ist. Dies legt gem•a� (2.32) eine
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obere Grenze f•ur die lineare Dichte n1d fest. Unterhalb dieserDichte tr •agt im wesentli-
chen nur noch der Oszillator-Grundzustand zum transversalenZustand desKondensats
bei, so dassdie transversalenFreiheitsgrade ausgefrorensind. In diesemAbschnitt soll
ein Experiment vorgestellt werden, bei dem sich der •Ubergang von einer dreidimensio-
nalen Situation zu einer eindimensionalenSituation in einem charakteristischen Anstieg
desAspektverh•altnissesdesKondensatsnach freier ballistischer Expansion aus der Di-
polfalle zeigt. Vor einer Vorstellung der experimentellen Ergebnissewird im Folgenden
die zu ihrem Verst•andnis notwendige Theorie kurz rekapituliert. Dabei wird zun•achst
auf das Kondensat in der Dipolfalle eingegangenund dann dessenfreie Expansion nach
Abschalten der Falle betrachtet.

Die lineare Dichte im Zentrum eines Kondensats in der Dipolfalle ergibt sich in
Abh•angigkeit von der Atomzahl und von den Fallenfrequenzenin 1D-Thomas-Fermi-
N•aherung zu

n1d,max =
�

3
8

� 2=3
 

m! 2
k

a~! ?

! 1=3

N 2=3: (5.1)

Bei gegebenen Fallenparametern l•asst sich die Bedingung (2.32) an die lineare Dichte
daher in eine Bedingung an die Atomzahl im Kondensat umformulieren:

N < N1d =
2
3a

 
2~! ?

m! 2
k

! 1=2

: (5.2)

Bei gr•o�eren Atomzahlenwird nebendemaxialen Zustand auch der transversaleZustand
durch die Nichtlinearit •at verbreitert.

Im Limit sehr gro�er Atomzahlen eignet sich die 3D-Thomas-Fermi-N•aherung (siehe
Abschnitt

"
Berechnung des Grundzustandes\ , S.14) zur Beschreibung des Kondensat-

Grundzustands. Das Kondensat hat in dieserN•aherung eine quadratische Dichtevertei-
lung mit TF-Radien Rtf ;i (0) / N 1=5=! i (0). Die freie Expansion nach Abschalten der
Falle kann im hier beschriebenen Grenzfall starker Nichtlinearit •at durch einen selbst-
konsistenten Skalierungsansatz [83, 84] beschrieben werden. Dieser Ansatz stellt ei-
ne Verallgemeinerungder 3D-Thomas-Fermi-N•aherung auf harmonische Potentiale mit
zeitabh•angigenFallenfrequenzendar. DasKondensat expandiert selbst•ahnlich, wobei die
Radien sich gem•a�

Rtf ; i (t) = � i (t)Rtf ; i (0) (5.3)

entwickeln. Die Dynamik ist also vollst•andig in den Skalierungsfaktoren � i (t) enthalten.
Die Zeitentwicklung der Skalierungsfaktoren ist durch folgendesDi�eren tialgleichungs-
system bestimmt:

•� i =
! 2

i (0)
� i � 1� 2� 3

� ! 2
i (t) � i (i = x; y; z): (5.4)

Das Aspektverh•altnis nach einer Fallzeit t

Rtf ; z(t)
Rtf ; x (t)

=
� z(t)
� x (t)

RTF ; z(0)
Rtf ; x (0)

=
� z(t)
� x (t)

! k(0)

! ? (0)
(5.5)

ist in diesemLimit daher von der Atomzahl N unabh•angig.
Der •Ubergang von einer 3D-Situation zu einer 1D-Situation durch Reduktion der

Atomzahl geht dagegenmit einem Anstieg des Aspektverh•altnisses einher: Bei gro�er
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Abbildung 5.2: •Ubergangzur Eindimensionalit•at. Gezeigt ist das Aspekt- Verh•altnis � z=� x

nach einer freien Fallzeit von 15ms aus einer Falle mit Fallenfrequenzen! ? = 2� � 97(3)Hz
und ! k = 2� � 22:5(5) Hz. Die charakteristischen Breiten � z und � x am Ende der Fallzeit
sinken mit abnehmenderAtomzahl aufgrund der nachlassendeninteratomaren Absto�ung und
der daraus resultierendenabsinkendenExpansionsgeschwindigkeiten. Unterhalb einer bestimm-
ten Atomzahl N1d = 771(21) (vertikaler roter Balken), die einer maximalen linearen Dichte
n1d = 1

2a = 87Atome/ � m entspricht, erreicht das Kondensat transversal den Grundzustand
des harmonischen Oszillators. Die transversale Anfangsbreite und Expansionsgeschwindigkeit
bleiben daher auch bei weiterer Reduktion der Atomzahl konstant, w•ahrend die longitudinale
Expansionsgeschwindigkeit zun•achst weiter abnimmt. Dies zeigt sich experimentell in einemAn-
stieg des Aspekt-Verh•altnisses. Der horizontale rote Balken markiert das in verallgemeinerter
3D-Thomas-Fermi-N•aherung [83, 84] erwartete Aspekt-Verh•altnis f•ur gro�e Atomzahlen.

Nichtlinearit •at ist die radiale Expansionsgeschwindigkeit durch die repulsive Wechselwir-
kung zwischen den Atomen dominiert. Beim •Ubergang zur Eindimensionalit•at beginnt
hingegendie Impulsbreite � p = ~=� z aufgrund der endlichenAusdehnung � z destrans-
versalenGrundzustandesdie entscheidendeRolle zu spielen.Die anf•angliche transversale
Ausdehnung des Kondensatsund die radiale Expansionsgeschwindigkeit sind dann von
N unabh•angig, so dassauch f•ur � z(t) keine Atomzahlabh•angigkeit erwartet wird. Die
Ausdehnung l•angs des Wellenleiters und die axiale Expansionsgeschwindigkeit sinken
hingegenmit abnehmenderAtomzahl, so dassdas Aspektverh•altnis nach einer Fallzeit
t entsprechend ansteigensollte.

Abbildung 5.2 zeigt das Ergebnis einer solchen Expansionsmessung.In Rot darge-
stellt sind das nach (5.5) erwartete Aspektverh•altnis f•ur sehr gro�e Atomzahlen und
die nach (5.2) erwartete Atomzahl f•ur den •Ubergang zur Eindimensionalit•at. Experi-
mentell werden f•ur diese Messung m•oglichst reine Kondensate mit 600{8000 Atomen
durch Kondensation in der gekreuzten Dipolfalle erzeugt. Die Dipolfalle wird abrupt
ausgeschaltet und das Kondensat nach 15ms freier ballistischer Expansion abgebildet.
Die 1=e2-Breiten � z(t) und � x (t) der Dichteverteilungen werden aus Konsistenzgr•unden
bei allen Wolken mit einer Gau�funktion (3.25) ge�ttet. Die hieraus bestimmte Atom-
zahl N = �

2 ~n0� x � z wird verglichen mit derjenigen Atomzahl, die sich aus der direkten
Summation der Pixelcounts im relevanten Bildausschnitt ergibt. F•ur die weitere Auswer-
tung werdennur diejenigenDaten verwendet, bei denendie mit diesenbeidenMethoden
bestimmten Atomzahlen innerhalb von 10% Toleranz •ubereinstimmen. Durch dieseSe-
lektion, bei der weniger als 30% der Daten aussortiert werden, wird sichergestellt, dass
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nur verl•assliche Messungenin die Auswertung eingehen.Nach Ber•ucksichtigung desop-
tischen Au
 •osungsverm•ogensder Abbildung ergeben sich die in Abb. 5.2 dargestellten,
korrigierten Aspektverh•altnisse � z(t)=� x (t). Die Ergebnissesind in guter •Ubereinstim-
mung mit der Theorie und zeigen, dass bei diesen Experimenten der •Ubergang zum
1D-Regimeerreicht wurde. Die starke Streuung der Messwerte bei kleinen Atomzahlen
ist noch nicht im Detail verstanden. Sie k•onnte ihren Ursprung allerdings in der Anre-
gung kollektiver Schwingungen des Kondensats haben. Es bleibt anzumerken, dassmit
Hilfe einesBragg-Pulses•au�erst reproduzierbar auch Kondensate mit sehr viel kleine-
ren Atomzahlen erzeugt werden k•onnen. Dies erm•oglichte die Durchf•uhrung der weiter
unten beschriebenenSolitonexperimente bei wesentlich geringererlinearer Dichte im tief
eindimensionalenRegime.

5.1.5 Bragg-Puls

Der in Kapitel 3 beschriebeneAufbau erlaubt die reproduzierbare Erzeugungvon Kon-
densatenmit ungef•ahr 3000Atomen. F•ur solch hoheAtomzahlen ist mit unseremAufbau
die Bildung und Beobachtung heller Gap-Solitonen jedoch nicht m•oglich. Ein funda-
mentales Solitonen mit 3000Atomen m•u�te gem•a� (2.41) sehr schmal sein, so dassim
Zentrum des Solitons eine hohe lineare Dichte n1d = N=2x0 / N 2 entst •unde und die
Bedingung (2.32) der Eindimensionalit•at verletzt w•urde. Als Zahlenbeispiel ergibt sich
f•ur ein fundamentales Soliton mit 3000 Atomen und eine typische transversaleFallen-
frequenz ! ? = 2� � 85Hz eine lineare Dichte n1d,max = 2831=� m � 33 � 1

2a im Zentrum
des Solitons. F•ur ein Soliton der Ordnung N w•are bei gleicher Atomzahl N die linea-
re Dichte im Anfangspaket zwar um einen Faktor 1=N 2 niedriger, jedoch w•urden bei
den periodischen Kompressionendes Solitons jeweils ebenfalls zu hohe lineare Dichten
auftreten.

Aus diesemGrund wird noch vor Abschalten desHaltestrahls die Atomzahl im An-
fangswellenpaket durch Bragg-Beugung reduziert [67]. Die Intensit•at und Dauer des
Braggpulseswerden so eingestellt, dassvon den anf•anglich 3000 Atomen nur 800(200)
im Anfangswellenpaket verbleiben. Die Bragg-gebeugten Atome hingegenbewegensich
l•angs des Wellenleiters mit einer anf•anglichen Gruppengeschwindigkeit von 2vrec und
verlasseninnerhalb weniger Millisekunden den zentralen Bereich (Abb. 5.3a). Im Ver-
gleich zur Fallenfrequenz! k ' 2� �15Hz in Richtung desWellenleiterswird die Atomzahl
im Anfangswellenpaket alsoschlagartig reduziert. Esentsteht daherein Wellenpaket, des-
sen Breite durch die Breite einesentsprechendenWellenpaketes mit 3000Atomen fest-
gelegt ist, dasaber nur 800Atome enth •alt. Das Wellenpaket be�ndet sich daher nicht in
einem Gleichgewichtszustand, sondernerf•ahrt bis zum Abschalten desHaltestrahls (t y-
pischerweise200� s nach dem Bragg-Puls) aufgrund der reduzierten Mean-Field-Energie
nach innen gerichtete Kr •afte. Diesef•uhren zu einer anf•anglichen KompressiondesWel-
lenpaketes im Ortsraum, die dem dispersiven Zer
ie�en w•ahrend des Pr•aparationspro-
zessesentgegenwirkt. Abbildung 5.3b zeigt bei typischen experimentellen Parametern
in zwei verschiedenenN•aherungendie Gleichgewichts-Dichteverteilungen f•ur 3000bzw.
800 Atome und die Ungleichgewichts-Dichteverteilung nach pl•otzlicher Reduktion der
Atomzahl von 3000auf 800 Atome.
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Abbildung 5.3: Realisierungkleiner Kondensatemittels einesBragg-Pulses.a) Freie Expan-
sion des Bragg-gebeugten und des ungebeugten Teils des Wellenpaketes im Wellenleiter. Die
ober- und unterhalb der Kondensatesichtbaren Linien sind Abbildungsartefakte durch Beugung
des Abbildungslichts an den Kondensaten. b) Berechnete Verteilungen der linearen Dichte bei
typischen Fallenparametern ! ? = 2� � 85Hz und ! k = 2� � 12Hz f•ur 3000 Atome (blau) und
800 Atome (gr•un). In rot ist die Dichteverteilung einesWellenpaketesgezeigt,dessenAtomzahl
abrupt von 3000auf 800Atome reduziert wurde. Aufgrund der verringerten Mean-Field-Energie
f•uhrt dies zu nach innen gerichteten Kr •aften im Wellenpaket. Die durchgezogenenLinien re-
pr•asentieren die N•aherung mittels e�ektiv er Fallenfrequenzen,w•ahrend die gepunkteten Linien
die Dichteverteilungen in 3D-Thomas-Fermi-N•aherung zeigen.

5.1.6 Demonstration des fundamentalen Solitons

Die experimentelle Erzeugungeinesfundamentalen atomaren Gap-Solitons gliedert sich
in folgendedrei Teilschritte:

1. Evaporationsk•uhlung in der ausWellenleiter und Haltestrahl gebildetengekreuzten
Dipolfalle zur Herstellung einesKondensatsmit typischerweise3000Atomen.

2. Reduktion der Atomzahl auf typischerweise800 Atome durch Bragg-Beugung.

3. Abschalten des Haltestrahls und Beschleunigung des periodischen Potentials auf
vrec zur Pr•aparation desWellenpaketesan der Bandkante.

Nach einer variablen Propagationszeit im Wellenleiter wird dann jeweils ein Absorpti-
onsbild desSolitons aufgenommen.Abbildung 5.4 zeigt die aus den Absorptionsbildern
berechneten Dichteverteilungen des beobachteten Solitons f•ur verschiedenePropagati-
onszeiten. Zur Verbesserungdes Signal-Rausch-Verh•altnisses sind die Daten in dieser
Abbildung f•ur jeden Zeitpunkt •uber 5 Bilder gemittelt. Die Einzelbilder wurden dabei
zur Korrektur kleiner externer St•orungen zum Teil um einige Pixel gegeneinanderver-
schoben. Nach 15ms Propagationszeit sind neben dem zentralen Teil desWellenpaketes
noch die Bragg-gebeugten Atome zu sehen.F•ur l•angerePropagationszeitenbe�nden sie
sich bereits au�erhalb desabgebildetenBereichs. Nach ungef•ahr 20ms bildet sich dasSo-
liton alsschmaler Peakmit ca.350Atomen im Zentrum desWellenpaketesaus.DieseZeit
entspricht 5 Solitonperioden und ist damit konsistent mit der typischen Zeitskala f•ur So-
litonformation von ungef•ahr 3 Solitonperioden in der nichtlinearen Optik [23]. W•ahrend
des Soliton-Bildungsprozesseswerden •ubersch•ussigeAtome vom zentralen Wellenpaket
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Abbildung 5.4: Erstes beobachtetes atomaresGap-Soliton.

abgestrahlt und bilden einen zer
ie�enden Hintergrund. Nach 45ms Propagationsdauer
ist die Dichte dieser abgestrahlten Atome unter das Detektionsniveau abgefallen und
im Absorptionsbild ist nur noch das reine Soliton zu sehen.Es konnte f•ur Zeiten bis
zu 65ms beobachtet werden. Aus der Zeitreihe ist gut zu erkennen, dassw•ahrend der
Propagation sowohl die Form als auch die Amplitude desSolitons erhalten bleiben.

5.2 Signaturen des fundamentalen Gap-Solitons

Atomare Gap-Solitonen zeichnen sich durch verschiedeneCharakteristika aus, die expe-
rimentell untersucht werdenk•onnnen. In diesemAbschnitt werdendie Ergebnissesyste-
matischer Checks f•ur solitonischesVerhalten vorgestellt.

5.2.1 Gruppengeschwindigkeit und unterdr •uckte Dispersion

Die ErzeugungdesSolitons an der Bandkante im Quasiimpulsraum impliziert, dassdie
Gruppengeschwindigkeit vg verschwindet. Abbildung 5.5a zeigt die Position des Soli-
tons im Bezugssystemdes periodischen Potentials in Abh•angigkeit von der Propagati-
onszeit. Jeder einzelnePunkt repr•asentiert dabei das Ergebnis einer Realisierung. Die
gepunkteten Linien markieren die Positionen, die der maximalen und der minimalen
Gruppengeschwindigkeit im untersten Band entsprechen. Die Gruppengeschwindigkeit
des beobachteten Solitons ist in sehr guter •Ubereinstimmung mit der Theorie klein ge-
gen•uber den extremalen Gruppengeschwindigkeiten.

Eine der wesentlichsten Eigenschaften einesSolitons ist die unterdr •uckte Dispersi-
on. Mit unseremAufbau ist es mit Hilfe des periodischen Potentials m•oglich, zwischen
normaler und anomaler Dispersion und damit zwischen dispersivem und solitonischem
Verhalten hin- und herzuwechseln.Die dramatischen Unterschiedein der Wellenpaketdy-
namik zeigt Abb. 5.5b. Die o�enen Kreise repr•asentieren die Expansion eineskoh•arenten
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Abbildung 5.5: Charakteristische Merkmale des beobachteten atomaren Gap-Solitons. a)
zeigt die Position desSolitons im Bezugssystemdesperiodischen Potentials und best•atigt, dass
ein stehendesGap-Soliton realisiert wurde. Die gepunkteten Linien markieren die Positionen,
die der maximalen und der minimalen Gruppengeschwindigkeit im untersten Band entsprechen.
b) Vergleich der Expansion im Regime positiver und negativer e�ektiv er Masse f•ur 200{300
Atome. W•ahrend das Soliton •uber einen Zeitraum von 50ms (dies entspricht mehr als 10 Soli-
tonperioden) •uberhaupt nicht zer
ie�t, expandiert dasWellenpaket im Regimenormaler Massen
signi�k ant. c) Atomzahl im zentralen Peak. Die anf•angliche Atomzahl weist starke Schuss-zu-
Schuss-Fluktuationen auf, die w•ahrend des Soliton-Formationsprozessesreduziert werden. Der
theoretisch erwartete Zusammenhangzwischen Atomzahl und Solitonbreite ist durch den roten
Balken in Graph c) dargestellt, wobei der Mittelw ert der gemessenenBreiten verwendet wurde,
wie in Graph b) angedeutet.Alle beitragendenParameter wurden dabei unabh•angig gemessen.
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Abbildung 5.6: Skalierungseigenschaften einesatomaren Gap-Solitons. Die e�ektiv e Masse
wurde experimentell durch Ver•anderung der Modulationstiefe des periodischen Potentials vari-
iert. Die durch die Solitonbedingung (2.41) vorhergesagteSkalierung ist durch eine rote Linie
dargestellt und in hervorragender •Ubereinstimmung mit den experimentellen Beobachtungen. Es
seibetont, dassalle Parameter,die in die theoretischeVorhersageeingehen,unabh•angiggemessen
wurden.

Materiewellenpaketes mit 300 Atomen im Regime normaler Masseme� = m, w•ahrend
die Punkte die gemessenenBreiten des Wellenpaketes im Regime negativer e�ektiv er
Masseme� = � 0:1m bezeichnen. In diesemRegimebeh•alt dasWellenpaket seineBreite
f•ur mehr als 10 Solitonperioden bei. Die Fehlerbalken der einzelnenMesswerte spiegeln
die Fehler beim Fitten der Absorptionsbilder mit Gau�funktionen wider. Die mittlere
Solitonbreite ergibt sich zu x0 = 6:5(10) � m. Sie wurde aus dem Fit der optischen Dich-
teverteilung unter Ber•ucksichtigung des optischen Au
 •osungsverm•ogensunserer Abbil-
dung bestimmt.

Mit der transversalen Fallenfrequenz ! ? = 2� � 85(2)Hz berechnet sich die nach
(2.41) erwartete Atomzahl im Soliton zu N = 244(50) und ist in Abb. 5.5c durch einen
roten Balken dargestellt. Die Breite des Balkens repr•asentiert die Unsicherheit in den
Messwerten x0, ! ? und V0 bzw. me� . Der beobachtete Zusammenhangzwischen Atom-
zahl und Solitonbreite ist in guter •Ubereinstimmung mit der theoretischen Vorhersage
f•ur ein helles Soliton. Die gem•a� (2.41) gegenl•au�ge Entwicklung von Atomzahl und
Solitonbreite spiegeltsich auch in den Fluktuationen der Einzelmesswerte in Abb. 5.5b,c
wider.

5.2.2 Skalierungsverhalten

Als zus•atzliche Kontrolle, dassessich bei den erzeugtennicht-zer
ie�enden Wellenpake-
ten um Solitonen handelt, wurde eine weitere Messreihedurchgef•uhrt. Dabei wurde mit
Hilfe der Modulationstiefe desperiodischen Potentials der Wert der e�ektiv en Masseva-
riiert und jeweilsdasProdukt N x0 ausAtomzahl und Solitonbreite bestimmt. Abbildung
5.6 zeigt den gesamten Bereich e�ektiv er Massen,f•ur die Solitonen beobachtet wurden.
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F•ur kleinere Werte von jme� j, d.h. kleinere Modulationstiefen, erlaubt Landau-Zener-
Tunneln keine saubere Pr•aparation im Bereich negativer e�ektiv er Masse.F•ur gr•o�ere
e�ektiv e Massenhingegenweicht das in unseremExperiment erreichbare Produkt N x0

f•ur dasAnfangswellenpaket zu stark von der Solitonbedingung(2.41) ab. Die experimen-
tellen Ergebnissesind in Abb. 5.6 dargestellt und best•atigen die theoretische Erwartung
aus der Solitonbedingung.

F•ur jeden Datenpunkt in dem Graphen wurden je alle Einzel-Messpunkteinnerhalb
einesbestimmten Bereichse�ektiv er Massen(ca. 5 je Bereich) zusammengefa�t.Der Feh-
lerbalken in Abszissenrichtung gibt dabei die Standardabweichung der e�ektiv en Massen
der Messpunkte an, die zu dem jeweiligen Datenpunkt beitragen. Die Fehlerbalken in
Ordinatenrichtung enthalten neben der analogenStandardabweichung aufgrund der Zu-
sammenfassungmehrerer Messpunkte zu einem Datenpunkt auch die Unsicherheit bei
der Bestimmung der Atomzahl und der Breite f•ur jeden einzelnenMesspunkt.

Zus•atzlich zu den in Abb. 5.6 dargestelltenErgebnissenzeigenunsereDaten, dassdie
•Anderung desSkalierungsparamters N x0 durch eineAnpassungder Atomzahl dominiert
wird, w•ahrenddie Solitonbreite nur eineschwacheAbh•angigkeit von der e�ektiv enMasse
aufweist.

An dieserStelleseinoch einmal auf folgende,ausnaiver Sicht •uberraschendeTatsache
explizit hingewiesen:Im Kontext einer negativen e�ektiv en Massekann eine schnellere
lineare Expansion durch eine st•arkere Absto�ung der Atome ausgeglichen werden. Dies
gilt bez•uglich einer schnelleren linearen Expansion aufgrund einer kleineren e�ektiv en
Masseund aufgrund einer kleineren Anfangsbreite desWellenpaketesgleicherma�en. Je
kleiner ein fundamentales Soliton bei fester e�ektiv er Masseist, umso mehr Atome mu�
esenthalten, damit sich lineare und nichtlineare E�ekte kompensierenk•onnen.

5.3 Solitonen h•oherer Ordnung

Die im Rahmen dieserArb eit durchgef•uhrten Experimente haben sich auf die Untersu-
chung des fundamentalen Solitons konzentriert. Dieseszeichnet sich dadurch aus, dass
sich die E�ekte von Nichtlinearit •at und Dispersionbei der Dynamik exakt kompensieren.
Bei einemWellenpaket mit identischer Form der Dichteverteilung und gleicher Phasewie
das fundamentale Soliton, jedoch gr•o�erer Atomzahl, •uberwiegt in der anf•anglichen Dy-
namik hingegendie nichtlineare Energie.Dies f•uhrt zur Aufpr •agungeiner quadratischen
Phaseim Ortsraum und damit zu einer Verbreiterung im Impulsraum. Aufgrund dieser
Erh•ohung der Impulsbreite tr •agt die Dispersion zunehmendzur Dynamik bei und wird
schlie�lic h zum dominanten E�ekt. Bei anomaler Dispersion f•uhrt dies im Ortsraum zu
einer Pulskompression,wodurch die Nichtlinearit •at wieder Oberhand gewinnt. Enth•alt
das Anfangswellenpaket gerade N 2 mal so viele Atome wie das entsprechende funda-
mentale Soliton, so kooperieren die beiden E�ekte in einer Weise,die zu einer zeitlich
periodischen Evolution f•uhrt (siehe Abb. 5.7a f•ur den Fall N = 2 bzw. Abb. 2.6c f•ur
N = 3).

Durch Unterbrechung der Dynamik zum Zeitpunkt maximaler Kompressionkann ein
anf•anglich unsch•arfebegrenztesWellenpaket auf dieseWeisekomprimiert werden. Eine
solche Kompressionist nur aufgrund desnichtlinearen Termsin der Bewegungsgleichung
m•oglich. Im linearen Fall hingegenist der Hamiltonoperator einesfreien Teilchens dia-
gonal, so dassdie Impulsbreite erhalten bleibt. Die Unsch•arferelation verbietet dann die

63



Kapitel 5 Atomares Gap-Soliton

Abbildung 5.7: Soliton 2. Ordnung. a) Zeitreihe. Aufgetragen ist die lineare Dichte •uber
der Position und der Zeit. Die nichtlineare Dynamik bewirkt eine periodische Oszillation der
Breite des zentralen Peaks mit der Solitonperiode Ts. b) Gezeigt ist die lineare Dichte eines
Solitons zweiter Ordnung mit N Atomen und einer Anfangsbreite x0 f•ur t = 0 (blau) und f•ur
den Moment der gr•o�ten Kompression t = Ts=2 (gr•un). Die gepunktete rote Linie stellt zum
Vergleich die lineare Dichte einesfundamentalen Solitons mit Atomzahl N und Breite x0=4 dar.

Pulskompressioneinesanf•anglich unsch•arfebegrenztenWellenpaketes.
Im Experiment wurden bisher keine Solitonen h•oherer Ordnung beobachtet. Prinzi-

piell sollte dies jedoch m•oglich sein. F•ur ein Soliton der Ordnung N besteht zwischen
der Atomzahl N und der anf•anglichen Solitongr•o�e x0 der Zusammenhang

N x0 = N 2 ~
me� ! ? � NL a

; (5.6)

wie in Abschnitt 2.2.2 erl•autert wurde. Im dargestellten atomoptischen System m•ussen
allerdingsgleichzeitig auch die Voraussetzungen1.{4. ausAbschnitt 5.1.1erf•ullt sein.Ins-
besonderedie Bedingungen 2. (konstante e�ektiv e Masse) und 4. (Eindimensionalit •at)
stellen dabei f•ur Solitonenh•ohererOrdnung wegender anf•anglichen Impulsverbreiterung
und der folgendenr•aumlichen KompressioneineSchwierigkeit dar. Die lineare Dichte im
Zentrum einesSolitons der Ordnung N = 2 beispielsweiseerh•oht sich bei der Kompressi-
on um den Faktor 4 gegen•uber dem Anfangswellenpaket (sieheAbb. 5.7 und analytische
Formel f•ur ein Soliton 2. Ordnung in [22]). Damit die Bedingung der Eindimensionalit•at
auch zum Zeitpunkt maximaler Kompression erf•ullt ist, m•ussendaher Anfangswellen-
pakete mit extrem kleiner linearer Dichte verwendet werden. Aus diesemGrund sollte
zur Erzeugung von Solitonen h•oherer Ordnung die Anpassungdes Anfangswellenpake-
tes an die Solitonbedingung (5.6) im Vergleich zum fundamentalen Soliton nicht durch
Erh•ohung der Atomzahl, sonderndurch Vergr•o�erung der Breite erfolgen.Die dabei auf-
tretenden •au�erst kleinen Dichten stellen dann allerdings extrem hohe Anforderungen
an die numerische Apertur und optische Qualit •at der Abbildung, falls ein ausreichend
gutes Signal-Rausch-Verh•altnis erzielt werden soll. Noch entscheidenderjedoch ist, dass
die Solitonperiode Ts quadratisch mit der Anfangsbreite x0 des Solitons skaliert. Wird
statt einesfundamentalen Solitons ein Soliton 2. Ordnung durch Vervierfachung der An-
fangsbreiteund Beibehaltung der Atomzahl erzeugt, so ergibt sich daher eine erwartete
typische Solitonperiode T (2)

s = 42 � T (1)
s = 64ms. Dabei wurde von einer f•ur unsere

Experimente typischen Periode T (1)
s = 4ms desfundamentalen Solitons ausgegangen.
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5.4 Vorschlag zur Untersuchung von Soliton-Kollisionen

Die Existenz von Solitonen beruht auf der Kompensationder Dispersiondurch die dich-
teabh•angigeWechselwirkung, die als Nichtlinearit •at in der Bewegungsgleichung auftritt.
Dieselbe Wechselwirkung f•uhrt aber auch zu einer Kopplung zwischen r•aumlich •uber-
lappenden Wellenpaketen. Dies bewirkt, dass die Linearkombination zweier L•osungen
der Gross-Pitaevskii-Gleichung im AllgemeinenkeineL•osungdieserBewegungsgleichung
mehr darstellt. Das fundamentale Soliton nimmt in diesemZusammenhangjedoch eine
Sonderstellungein: Zwei aufeinanderzulaufendefundamentale Solitonen gleicher Ampli-
tude und Phasenlagedurchdringen einander, ohne dassdies eine Auswirkung auf deren
Dichteverteilungen nach der Kollision hat. Bisher konnten solche Solitonkollisionen nur
mit solitonischen Laserpulsen in der Glasfaser-Optik studiert werden. In diesem Ab-
schnitt soll nun ein Vorschlag zur experimentellen Realisierung der Kollision zwischen
atomaren Solitonen pr•asentiert werden. Die hierf•ur notwendigen Erweiterungen (siehe
Abb. 3.5) der bestehendenApparatur wurden bereits im Rahmen dieser Diplomarbeit
aufgebaut und in ersten Vorexperimenten getestet.

5.4.1 Theorie

Die Wechselwirkung zwischen hellen Solitonen spielt bei der Telekommunikation mittels
Lichtpulsen in Glasfaserneine wichtige Rolle, da hierdurch der Pulsabstand und damit
die •Ubertragungsrate f•ur st•orungsfreieInformations•ubertragung begrenzt wird [22]. Sie
stellt daher den Gegenstandverschiedener theoretischer Arb eiten dar, deren wichtigste
Ergebnissein diesemAbschnitt zusammengefasstwerden sollen.

Die Wechselwirkung zwischen zwei Solitonen kann durch numerische Integration der
nichtlinearen Schr•odingergleichung studiert werden. Tiefere physikalische Einsicht er-
laubt jedoch die Anwendungder inversenStreumethodeauf dasProblem [85].Die Details
dieserMethode sollenhier nicht diskutiert werden, jedoch gleicht sievon der Ideeher der
L•osungpartieller Di�eren tialgleichungen mittels der Fourier-Transformations-Methode.
Studien, die mit dieserMethode durchgef•uhrt wurden, zeigen,dassdie Wechselwirkung
nicht nur vom Abstand zwischen den beiden Solitonen, sondern auch sehr kritisch von
der relativen Phase� und der relativen Amplitude r abh•angt.

Im Folgendenseienzwei Solitonen gleicher Amplitude (r = 1) betrachtet. Im Fall
� = 0 entsteht dann eine attraktiv e Wechselwirkung zwischen den Solitonen, die zu der
in Abb. 5.8a dargestellten periodischen Dynamik f•uhrt. Die gezeigte •Uberlappung und
Durchkreuzung gemeinsampropagierenderSolitonen stellt den oben erw•ahnten Prozess
dar, der eine Limitierung der •Ubertragungsrate in optischen Kommunikationssystemen
bewirkt. Es zeigt sich jedoch, dass f•ur � 6= 0 eine wesentlich h•ohere •Ubertragungsrate
m•oglich wird. Dies liegt darin begr•undet, dassdie Solitonwechselwirkung sich schon bei
relativ kleinen Werten von � von attraktiv nach repulsiv umkehrt. Abbildung 5.8b zeigt
als Beispiel die Dynamik einesSolitonen-Paaresmit einer relativen Phase� = �

4 .
Die Soliton-Kollisionen aufgrund der in diesemAbschnitt beschriebenenWechselwir-

kung zwischen zwei anf•anglich deutlich separierten Solitonen �nden auf einer Zeitskala
statt, die •au�erst lang ist gegen•uber der Solitonperiode Ts = �

2 Td . Bei einer typischen
Anfangsseparationvon 10Solitonbreiten liegt die Oszillationsperiode f•ur � = 0 und r = 1
im Bereich von 100Td � 64Ts [86]. Ihre experimentelle Beobachtung erfordert somit die
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Abbildung 5.8: Wechselwirkung zwischen zwei •uberlappendenSolitonen aufgrund der Nicht-
linearit •at. a) Bei einer relativen Phase� = 0 ziehensich die beiden Solitonen an und esentsteht
eineperiodischeDynamik. b) Schon f•ur relativ kleine Phasenverschiebungen(hier � = �

4 ) entsteht
eine e�ektiv e Absto�ung.

Erzeugungvon Solitonen, die •uber solch langeZeitdauern stabil existieren,und ist daher
f•ur atomoptische Systemesehr schwierig. Ein voraussichtlich leichter implementierbarer
Ansatz zur Studie von Soliton-Kollisionen geht dagegenvon Solitonenaus,die anf•anglich
durch ein externesPotential Vacc aufeinanderzu beschleunigt wurden. Ein entsprechen-
der Vorschlag zur experimentellen Umsetzung diesesAnsatzes mit unserer Apparatur
wird im Abschnitt 5.4.3 vorgestellt und diskutiert.

5.4.2 Experimentelle Vorarbeiten

Eine notwendigeVoraussetzungzur Untersuchung von Soliton-Kollisionen ist die repro-
duzierbare Erzeugung von zwei Solitonen. Unser Ansatz sieht hierf•ur analog zu der in
Abschnitt 5.1 beschriebenenErzeugungeineseinzelnenSolitons folgendeSchritte vor:

1. Simultane Erzeugungvon zwei Kondensatenim Wellenleiter,

2. Reduktion der Atomzahl in den Kondensatendurch Bragg-Beugung,

3. Realisierung der Solitonen bei einer negativen e�ektiv en Masse durch adiabati-
sche Pr•aparation der zwei Kondensate an die Bandkante in einem periodischen
Potential.

Die Punkte 1. und 2. konnten bereits experimentell realisiert werden und sollen im
Folgendenkurz erl•autert werden.

Zur simultanen Erzeugungzweier Kondensate(im Folgendenals
"
Doppelkondensat\

bezeichnet) wird zus•atzlich zur Dipolfalle ein periodisches Potential verwendet. Dieses
wird realisiert durch den in Abb. 3.5 dargestellten Laserstrahl (im Folgenden

"
Stehwelle

2\ ), der die Glaszelle in nahezu vertikaler Richtung passiert und in sich zur•uckre
ek-
tiert wird. Aus einer Richtung parallel zur y-Achsebetrachtet schlie�t die Strahlrichtung
einen Winkel von ca. 89� mit der Richtung desWellenleiters ein. In Verbindung mit der
Dipolfalle entsteht dadurch l•angsdesWellenleiters e�ektiv ein Doppelmuldenpotential.
Durch adiabatischesHochrampen der Stehwelle 2 nach ErzeugungeineseinzelnenKon-
densatsin der Dipolfalle kann diesesin zwei Dichtemaxima l•angsdesWellenleitersgeteilt
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Abbildung 5.9: Doppelkondensate.a) Expansion im freien Fall nach Abschalten aller Fal-
lenpotentiale. Gezeigt sind f•ur t = 0 und t = 14ms jeweils die Dichteverteilung und Schnitte in
longitudinaler und transversaler Richtung durch die Kondensate.b) Expansion im Wellenleiter
nach Abschalten deszur ErzeugungdesDoppelkondensatsverwendetenperiodischen Potentials
und desHaltestrahls. c) Kondensate im Wellenleiter 6ms nach einem Bragg-Beugungs-Puls.

werden. Die relative Atomzahl in den beiden Dichtemaxima wird experimentell durch
Justierung desHaltestrahls in der x-y-Ebeneund damit Verschiebung der Anfangsposi-
tion desanf•anglichen Einzelkondensatsl•angsdesWellenleiters realisiert. Experimentell
k•onnen damit sehr reproduzierbar Doppelkondensatemit typischerweiseN = 2 � 1500
Atomen hergestellt werden.Der Pr•aparationsprozessdauert typischerweiseeinige100ms
ab dem Einschalten der Stehwelle 2. Zur Unterdr •uckung der spontanen Emission muss
daher auf einen pr•azisen •Uberlapp der Stehwellenstrahlen und eine gute spektrale Rei-
nigung des Laserstrahls mittels der in Abb. 3.5 gezeigtengeheiztenSpektroskopiezelle
geachtet werden.

Absorptionsbilder der ersten erzeugten Doppelkondensate sind in Abb. 5.9 darge-
stellt. Abbildung 5.9a zeigt jeweils ein Doppelkondensatin der Dipolfalle und nach 14ms
freier ballistischer Expansion nach Abschalten aller Fallenpotentiale. Die Dichtevertei-
lungen haben Gau�sche Form und lassenkeinen thermischen Untergrund erkennen.Ein
Fit der Schnitte durch die Dichteverteilungen mit einer Doppelgau�funktion liefert in
der Dipolfalle (t1 = 0) die Breiten � x = 15:9� m (link esKondensat) bzw. � x = 11:8� m
(rechtes Kondensat) und � z = 8:2� m bzw. 8.1� m. Nach t2 = 14ms freier ballistischer
Expansion ergeben sich � x = 15:6� m bzw. 13.1� m und � z = 12:8� m bzw. 12.3� m.
Die ausdiesenDaten und der optischen Dichte desKondensatsberechneten Atomzahlen
liegenbei N = 1:5(2) � 103. Aufgrund desoptischen Au
 •osungsverm•ogensunsererAbbil-
dung von 7.5(5) � m sind die tats•achlichen Gr•o�en allerdings kleiner. Insbesonderekann
die Ausdehnung desKondensatsin der Dipolfalle in transversalerRichtung aufgrund der
Unsicherheit in der Gr•o�e desAu
 •osungsverm•ogensnicht direkt ausdementsprechenden
Absorptionsbild bestimmt werden.Aus der Expansion in z-Richtung l•asstsich unter An-
nahmeeiner Gau�schen Dichteverteilung und unter Vernachl•assigungder interatomaren
Wechselwirkungen jedoch eine untere Grenze f•ur die Ausdehnung der Kondensate in z-
Richtung in der Dipolfalle angeben. Es ergibt sich unter Ber•ucksichtigung desoptischen
Au
 •osungsverm•ogensund mit (2.7) die Absch•atzung � z(0) � 2 � m. Eine Einbeziehung
der E�ekte der Wechselwirkung w•urde hier nur zu einem gr•o�eren Wert f•uhren. Die
Absch•atzung f•ur � z(0) muss mit der Ausdehnung � ? =

p
2~=m! ? = 1:65� m eines

Wellenpaketesim transversalenGrundzustand desWellenleitersmit einer typischen Fal-
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lenfrequenz! ? = 2� �85Hz verglichenwerden.Die Di�erenz zwischendenbeidenWerten
kann der Verbreitung der Dichteverteilung aufgrund der Atom-Atom-Wechselwirkungen
zugeschrieben werden. Die so erzeugtenDoppelkondensatesollten sich bei hinreichend
kleiner linearer Dichte also durch die 1D-Gross-Pitaevskii-Gleichung beschreiben las-
senund damit zur simultanen Erzeugung von zwei Solitonen (

"
Doppelsoliton\ ) eignen.

Abbildung 5.9b zeigt zur Illustration die freie Expansion eines Doppelkondensats im
Wellenleiter nach Abschalten der •ubrigen Fallenpotentiale. Es sei noch erw•ahnt, dass
neben der oben erl•auterten Sequenzzur Erzeugung von Doppelkondensatenauch mit
einer anderenSequenzexperimentiert wurde, bei der die Stehwelle 2 schon w•ahrend des
Kondensationsprozesseseingeschaltet und damit in das Doppelmuldenpotential hinein-
kondensiert wurde.

Zur Reduktion der Atomzahlen kann auch beim Doppelkondensat Bragg-Beugung
angewandt werden. Abbildung 5.9c zeigt das Absorptionsbild einesDoppelkondensats
6ms nach Anwendung einesBragg-Pulses,mit dem ca. 50% der Atome aus dem Kon-
densat herausgebeugt wurden. Das zur•uckgebliebene Doppelkondensat be�ndet sich in
der Abbildung links und enth•alt ca. N = 2 � 760(70) Atome. Es sollte daher analog
zur Situation mit einemeinzelnenKondensat m•oglich sein,durch Anlegen einesperiodi-
schen Potentials und Beschleunigung der Wellenpakete an die Bandkante zwei Solitonen
zu erzeugen.

5.4.3 Vorschlag zur experimentellen Umsetzung

Um zwei auf dieseWeiseerzeugteSolitonen innerhalb einer experimentell realisierbaren
Beobachtungsdauer zur Kollision zu bringen, m•ussensie aufeinander zu beschleunigt
werden. Dies ist mit Hilfe eines in Wellenleiterrichtung repulsiven Potentials m•oglich,
das durch den in Abb. 3.5 von rechts kommendenblau-verstimmten Laser erzeugt wer-
den kann. Das Zentrum diesesLaserstrahlssollte dabei auf einenPunkt justiert sein,der
sich auf der Wellenleiter-Achsezwischen den beidenSolitonenbe�ndet (die genaueIdeal-
position diesesPunktes wird weiter unten diskutiert). Aufgrund der negativen e�ektiv en
Masseder Wellenpakete f•uhrt das repulsive Potential zu Gruppengeschwindigkeiten der
Solitonen, die sie aufeinander zu laufen lassen.Bei der Beschleunigung der Solitonen,
d.h. bei deren Verschiebung im Quasiimpulsraum, muss jedoch sichergestellt werden,
dasssich der Wert der e�ektiv en Massenicht zu stark •andert. Dies begrenztden erlaub-
ten Bereich im Quasiimpulsraum und damit auch die Gruppengeschwindigkeiten, auf die
die Solitonen beschleunigt werdend•urfen. Bei der f•ur unsereSolitonenexperimente typi-
schen Modulationstiefe V0 = 0:7E rec ist me� innerhalb des Bereichs [0:98krec; 1:02krec]
bis auf weniger als 10% konstant (me� ; krec = � 0:0956m und me� ; 0:98krec = � 0:104m).
Die Idee besteht nun darin, mittels des oben erw•ahnten Potentials Vacc, den zentralen
Quasiimpuls deseinen Solitons von k(1)

0 = krec nach k(1)
0 = 0:98krec zu pr•aparieren und

dendeszweiten Solitonsentsprechendnach k(2)
0 = 1:02krec. Im Folgendensollensinnvolle

experimentelle Werte f•ur die Frequenz! acc diesesPotentials und die Pr•aparationsdauer
Tacc, w•ahrend der das Potential Vacc eingeschaltet ist, diskutiert werden.

F•ur ein im Bezugssystemdes periodischen Potentials ruhendesrepulsives harmoni-
schesBeschleunigungspotential Vacc kann die Position deszentralen Quasiimpulsesk0(t)
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Abbildung 5.10: Simulation desvorgeschlagenenVerfahrenszur Untersuchung von Soliton-
Kollisionen. a) Zwei Solitonen gleicher Phasenlage(� = 0) werdenw•ahrend der ersten5ms durch
ein Potential Vacc im Quasiimpulsraum zu zentralen Quasiimpulsen 0:98krec bzw. 1:02krec be-
schleunigt. Die weitere Propagation erfolgt bei Vacc = 0 und f•uhrt zur Kollision der Solitonen.
b) Identische Situation wie in a), aber mit einer relativen Phase � = � zwischen den beiden
beteiligten Solitonen. Im Kollisionsbereich ist die daraus resultierende gegenseitigeAbsto�ung
der Solitonen gut zu erkennen.c) Schnitte durch die Dichteverteilung f•ur den in Graph a) darge-
stellten Fall � = 0 zu den Zeiten t = 0 und t = 60ms. Die Solitonen haben ihre sech-Form nach
der Kollision nahezuwiedergewonnen. d) EntsprechendeSchnitte durch die Dichteverteilung f•ur
den in b) dargestellten Fall � = � . Auch hier bleibt die sech-Form erhalten.
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einesSolitons mittels folgenderGleichungen n•aherungsweisebeschrieben werden:

~ _k0(t) = m! 2
accx(t) (5.7)

x(t) = x(0) +
Z t

0
vg(t0) dt0 (5.8)

vg(t) =
1
~

dE1

dk

�
�
�
�
k0 (t )

: (5.9)

Dabei bezeichnet x(t) den Schwerpunkt desSolitons im Bezugssystemdesperiodischen
Potentials. Nichtlineare E�ekte wurden bei dieserBeschreibung vernachl•assigt. Dies ist
zul•assig, solangeder Abstand zu anderen Wellenpaketen gro� ist im Vergleich zu den
jeweiligen Breiten. In dieser N•aherung ergibt sich bei einer Fallenfrequenz! acc = 2� �
4:5Hz, dassder zentrale Quasiimpuls einesSolitons mit Anfangsposition x1(0) = 35� m
innerhalb von Tacc = 5ms von krec nach 1:02krec verschoben wird. Der Quasiimpuls eines
Solitons, das sich zu Beginn bei x2(0) = � 35� m befundenhat, wird entsprechend nach
0:98krec verschoben.

Bei der von uns verwendeten Form des Dispersionsmanagements wird das periodi-
schePotential zur Pr•aparation einesWellenpaketesam Rand der Brillouinzone allerdings
auf eine Geschwindigkeit � vrec beschleunigt. Das zur Beschleunigung der Solitonen ver-
wendete Potential Vacc ruht hingegenim Laborsystem. Daher muss in Gleichung (5.8)
ein zus•atzlicher Term � vrect eingef•uhrt werden, der dieseRelativbewegungber•ucksich-
tigt. In diesem Fall werden zwei Solitonen mit einem typischen Anfangsabstand von
70� m mittels des Potentials Vacc mit ! acc = 2� � 4:5Hz innerhalb von Tacc = 5ms im
Quasiimpulsraum von krec nach 0:98krec bzw. 1:02krec verschoben, wenn f•ur ihre An-
fangspositionen x1(0) = +50 � m bzw. x2(0) = � 20� m gew•ahlt wird. Damit ist klar, wo
der oben erw•ahnte Idealpunkt f•ur das Zentrum der Stehwelle 2 liegt.

Abbildung 5.10a zeigt das Ergebnis einer numerischen Simulation, bei der diese
Pr•aparationsmethode mit obigen Parametern auf zwei fundamentale Solitonen mit An-
fangsbreiten x0 = 7:5� m und entsprechender Atomzahl N = 211 angewendet wurde.
Abgebildet ist die Dichteverteilung jA(x; t)j2 der Einh•ullenden im Bezugssystemdespe-
riodischen Potentials in Abh•angigkeit von der Propagationszeit t. Die oben erl•auterte
Relativbewegung der Potentiale wurde bei der Simulation, die mittels der Split-Step-
Technik umgesetztwurde, ber•ucksichtigt. Die beiden Solitonen im Abb. 5.10a haben zu
Beginn eine identische Phasenlage(� = 0). Wie erwartet durchdringen sich die beiden
Solitonen und bleiben auch nach der Kollision lokalisiert. In Abb. 5.10b ist dasErgebnis
einer identischen Simulation gezeigt, bei der nun aber eine relative Phasenlage� = �
zwischen den Solitonen gew•ahlt wurde. Experimentell kann einesolche zus•atzliche Phase
zum Beispieldurch einen� -Puls mit einemLaserstrahl, der nur einesder beidenSolitonen
tri�t, realisiert werden.DieseTechnik des

"
phaseengineering\ ist wohletabliert und wur-

de beispielsweisein [26] und [27] zur Erzeugungdunkler Solitonen angewandt. Die Simu-
lation zeigt die erwartete Absto�ung der beidenkollidierenden Solitonen. Auch in diesem
Fall bleiben die Solitonen nach der Kollision scharf lokalisiert. Graph c) zeigt Schnitte
f•ur t0 = 0 (blaue Linie) und t1 = 60ms (rote Linie) durch die in a) dargestellteZeitreihe.
Ein Fit (feine schwarzeLinie) mit der Funktion A1 sech2( x

x1
)+ A2 sech2( x

x2
) an die lineare

Dichte n1d(x; t1) = jA(x; t1)j2 zeigt, dassdie Solitonen ihre sech-Form nach der Kollision
nahezuwiedergewonnen haben. Aus den ermittelten Werten A1 = A2 = 12:5� m� 1 und
x1 = x2 = 8:2� m berechnet sich eine Atomzahl N = 205 pro Soliton. In Graph d) sind
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die analogenDaten f•ur die in Graph b) gezeigteZeitreihe dargestellt. Der Fit liefert hier
A1 = A2 = 11:8� m� 1 und x1 = x2 = 8:5� m, woraus sich N = 201 ergibt. Die in den
Solitonen fehlendenAtome wurden l•angsdesWellenleiters abgestrahlt und bilden einen
zer
ie�enden Untergrund.

71



Kapitel 5 Atomares Gap-Soliton

72



6 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen der vorliegendenArb eit gelangerstmalig die experimentelle Demonstration
heller atomarer Gap-Solitonen. Dazu wurde die Technik des Dispersionsmanagements
mittels einesperiodischen optischen Potentials auf Bose-Einstein-Kondensatevon 87Rb
in einemeindimensionalenatomaren Wellenleiter angewandt. Dies erlaubte die Realisie-
rung einer negativen e�ektiv en Masseund war Voraussetzungf•ur die Erzeugung heller
atomarer Solitonen in einem Kondensat mit repulsiver interatomarer Wechselwirkung.
In systematischen Messungenkonnten verschiedenef•ur Solitonen erwartete charakteri-
stische Eigenschaften nachgewiesenwerden.

Zu Beginn meiner Diplomarbeit wurden die in [35] beschriebenenExperimente zum
Dispersionsmanagement mit thermischen Atomwolken in periodischen Potentialen f•ur
eine Ver•o�en tlichung [36] weiter ausgearbeitet. Bei diesen Experimenten konnte ein
zun•achst zer
ie�endes Wellenpaket durch eine gezielte Manipulation der Dispersions-
relation w•ahrend der Propagation zur Rekompressionbis quasi auf seineAnfangsbreite
gebracht werden.Es wurde demonstriert, dassdie Dispersionvon Materiewellen in St•arke
und Vorzeichen experimentell kontrolliert werden kann. Die Grenzender lokalen N•ahe-
rung der Dispersionsrelation durch eine konstante e�ektiv e Masse waren Gegenstand
einer zweiten Reihe von Experimenten zum Dispersionsmanagement. Schlie�lic h wurde
der Ein
uss der Punkte im Quasiimpulsraum, die extremaler Gruppengeschwindigkeit
bzw. divergierendere�ektiv er Masseentsprechen, auf die Wellenpaketdynamik im Detail
untersucht.

Zur Erzeugungvon Bose-Einstein-Kondensatenwarenmit Lasermethodenvorgek•uhl-
te Atomwolken urspr•unglich in einer magnetischen TOP-Falle durch Evaporationsk•uh-
lung bis zum BEC-Phasen•ubergang abgek•uhlt worden. Unsere Experimente �nden je-
doch in dem Dipolpotential eines rotverstimmten horizontalen Laserstrahls statt, der
den Materiewellenpaketen als Wellenleiter dient. In Experimenten vor Beginn meiner Di-
plomarbeit hatte sich gezeigt,dassbeim Transferder Kondensatevon der Magnetfalle in
den Wellenleiter unkontrollierbare Impulse auf die Atome •ubertragen wurden. Aus die-
semGrund war zu einemanderenSchema•ubergegangenworden,dasim Laufe desletzten
Jahresdurch zahlreiche Detailverbesserungenimmer weiter verfeinert wurde. Bei diesem
neuenSchema werden die Atome in der Magnetfalle nur bis zu einer typischen Phasen-
raumdichte D = 3 � 10� 2 abgek•uhlt und dann in eine optische Dipolfalle umgeladen.In
dieserDipolfalle, die von dem Wellenleiter und einemdazu senkrecht verlaufendeneben-
falls rotverstimmten Laser gebildet wird, �ndet durch Reduktion der Strahlleistungen
weitere Verdampfungsk•uhlung bis zum BEC-Phasen•ubergangstatt. Dies erm•oglichte ei-
ne wohlde�nierte Pr•aparation der f•ur die Soliton-Experimente ben•otigten nichtlinearen
Materiewellenpakete im Wellenleiter.

Der zeitliche und inhaltlic he Schwerpunkt meiner Arb eit lag auf der Realisierunghel-
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ler Gap-Solitonen. Ihre Entstehung beruht auf dem Zusammenspielvon Dispersion und
Nichtlinearit •at aufgrund der Atom-Atom-Wechselwirkungen.Die Erzeugungheller Soli-
tonen ist im Fall repulsiver Wechselwirkung nur bei anomaler Dispersion m•oglich. Dies
entspricht einer negativen e�ektiv en Masseund kann mit dem oben genannten Dispersi-
onsmanagement mittels einesperiodischen Potentials realisiert werden. In ausf•uhrlichen
systematischen Messreihenzeigtesich jedoch, dassw•ahrend der Pr•aparation desWellen-
paketes im Quasiimpulsraum transversaleSchwingungen im Wellenleiter angeregtwur-
den. Die Ursache f•ur diesenE�ekt, der die Erzeugungvon Solitonen zun•achst unm•oglich
machte, war ein Winkel von 21� zwischen Wellenleiter und periodischem Potential. Da-
her wurden in einer gr•o�eren Umbauaktion, die alle optischen Potentiale miteinschloss,
Wellenleiter und periodischesPotential kolinear aufgebaut. Nach weiteren Verbesserun-
gender Apparatur, wie beispielsweiseder elektronischen Stabilisierung der Lichtleistung
und damit der Tiefen aller optischen Potentiale durch PI-Regelkreise,f•uhrte diesschlie�-
lich zur Erzeugung der angestrebtenSolitonen. Sie konnten f•ur Propagationszeitenbis
zu 65ms beobachtet werden. Dies entspricht mehr als 15 Solitonperioden Ts, wobei Ts

eine charakteristische Zeitskala f•ur die Phasenentwicklung einesSolitons ist. Es wurde
gezeigt,dassdie Dichteverteilung der realisierten Solitonen w•ahrend der Beobachtungs-
zeit in Form und Breite in guter N•aherung konstant war. Auch die Atomzahl in den
Solitonen war in sehr guter •Ubereinstimmung mit den theoretischen Erwartungen und
•anderte sich w•ahrend der Propagation nur unwesentlich. Weiterhin konnte nachgewiesen
werden,dassim periodischen Potential stehendeGap-Solitonenerzeugtwurden. Dies ist
in dem verwendeten atomoptischen System m•oglich, da die Wellenpakete hier im Ge-
gensatzzur Optik in Medien mit periodischem Brechungsindexdirekt an die Bandkante
pr•apariert werden k•onnen. Schlie�lic h wurde das Skalierungsverhalten der Solitonen bei
Variation der Dispersion durch Ver•anderung der Modulationstiefe desperiodischen Po-
tentials untersucht. Die experimentellen Ergebnissedieser Messungensind ebenfalls in
sehr guter •Ubereinstimmung mit der theoretischen Erwartung.

In Erg•anzung zu diesemProjekt wurde ein Diodenlasersystemaufgebaut. Es wur-
de in einem ebenfalls im Rahmen dieser Arb eit konzipierten und umgesetztenAufbau
verwendet, um zwei weitere optische Potentiale bereitzustellen. Eines dieserbeiden Po-
tentiale war periodisch und konnte zur simultanen Herstellung zweier Kondensate im
Wellenleiter eingesetztwerden. Vorexperimente lassenerwarten, dasses mittels dieser
Doppelkondensateund der vorhandenen Apparatur m•oglich sein sollte, erstmalig auf
kontrollierte Weisezwei atomare Solitonen gleichzeitig zu erzeugen.In zuk•unftigen Ex-
perimenten k•onnen dann Kollisionen zwischen den beiden Solitonen untersucht werden.
Hierzu wurde im Rahmen der Arb eit ein Vorschlag ausgearbeitet, der vorsieht, die So-
litonen mittels des zweiten neu aufgebauten optischen Potentials aufeinander zuzube-
schleunigen. Es wurden experimentell sinnvolle Parameter ermittelt und mit diesender
Vorschlag durch numerische Simulationen unterst •utzt.

Weitere Projekte, die sich mit der vorliegenden, sehr vielseitigen Apparatur und
den bereitgestellten neuen optischen Potentialen ohne gr•o�ere Modi�k ationen umset-
zen lassenk•onnten, umfassendie experimentelle Realisierung einer Josephson-Junction
und Experimente zur Eindimensionalit•at. Durch die Verwendung des makroskopischen
e�ektiv en Doppelmuldenpotentials in dem Wellenleiter in Verbindung mit dem auf mak-
roskopischer Skala koh•arenten Bose-Einstein-Kondensatk•onnte die Dynamik an einer
Josephson-Junctiondabei direkt im Ortsraum beobachtet werden.Durch Retrore
ektion
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auch deszweiten neuenLaserstrahls in sich selbst kann ein zweidimensionalesoptisches
Gitter erzeugt werden, dessenlongitudinale Achse parallel zum Wellenleiter verl•auft.
Damit sind Experimente im tief eindimensionalenRegime m•oglich und als Fernziel ist
sogardie RealisierungeinesTonks-Gasesdenkbar.
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A Anhang

Spektroskopische Daten von 87Rb

In der folgendenTabelle sind einigewichtige Daten des87Rb-Isotopeszusammengestellt.
Wenn nicht andersangegeben, gelten die Daten f•ur den D2- •Ubergang.

Gr•o�e Symbol Wert

Nat•urliche Isotopenh•au�gk eit 27.73%

Kernspin I 3/2

Masse m 1:44� 10� 25 kg

Vakuumwellenl•angeD1- •Ubergang � 1 794.98nm

Vakuumwellenl•angeD2- •Ubergang � 2 780.24nm

Wellenzahl k2 8:05� 106 m� 1

Photonen-R•ucksto�geschwindigkeit vr,2 5:89mm/s

Photonen-R•ucksto�energie E r,2 2:50� 10� 30 J

S•attigungsintensit•at (� + -polarisiertes Licht,
•UbergangjF = 2; mF = 2i ! jF 0= 3; m0

F = 3i )
I sat 1.58mW/cm 2

Linienbreite � 2� � 5:76MHz

s-Wellen-Streul•ange a 5.77nm

Bemerkung:Die S•attigungsintensit•at I sat ist f•ur den betrachteten •Ubergangsode�niert,
dasssich ein Atom mit der Wahrscheinlichkeit 1=4 im angeregtenZustand be�ndet, wenn
der •Ubergangmit I = I sat auf Resonanzgetrieben wird.

77



Kapitel A Anhang

78



Literaturverzeichnis

[1] J.S. Russel. Report on the 14th meeting of the British Association for the Advan-
cement of Science,1845.

[2] A. Einstein. Quantentheorie des einatomigen idealen Gases:Zweite Abhandlung.
Sitzungsber.Preuss.Akad.Wiss., 1925:3,1925.

[3] S. Bose. Plancks Gesetzund Lichtquantenhypothese. Z. Phys., 26(6):178,1924.

[4] E.L. Raab, M. Prentiss, A. Cable, S. Chu, and D.E. Pritc hard. Trapping of neutral
sodium atoms with radiation pressure. Physical Review Letters, 59(23):2631{34,
December 1987.

[5] C.G. Townsend, N.H. Edwards, C.J. Cooper, K.P. Zetie, C.J. Foot, A.M. Steane,
P. Szriftgiser, H. Perrin, and J. Dalibard. Phase-spacedensity in the magneto-
optical trap. Physical Review A, 52:1423,1995.

[6] A.L. Migdall, J.V. Prodan, W.D. Phillips, T.H. Bergeman, and H.J. Metcalf.
First observation of magnetically trapped neutral atoms. Physical Review Letters,
54(24):2596{99,June 1985.

[7] T. Bergeman,G. Erez, and H.J. Metcalf. Magnetostatic trapping �eld for neutral
atoms. Physical Review A, 35(4):1535{46,February 1987.

[8] H.F. Hess. Evaporative cooling of magentically trapped and compressedspin-
polarized hydrogen. Physical Review B, 34:3476,1986.

[9] M. Anderson, J. Ensher, M. Matthews, C. Wieman, and E. Cornell. Observation of
Bose-Einsteincondensationin a dilute atomic vapor. Science, 269:198,1995.

[10] K. Davis, M.-O. Mewes, M. Andrews, N. van Druten, D.S. Durfee, D. Kurn, and
W. Ketterle. Bose-Einsteincondensationin a gasof sodium atoms. Physical Review
Letters, 75:3969,1995.

[11] C.C. Bradley, C.A. Sackett, and R.G. Hulet. Bose-Einsteincondensationof lithium:
Observation of limited condensatenumber. Physical ReviewLetters, 78(6):985{989,
February 1997.

[12] C.C. Bradley, C.A. Sackett, J.J. Tollet, and R.G. Hulet. Evidenceof Bose-Einstein
condensationin an atomic gaswith attractiv e interactions. Physical ReviewLetters,
79:1170,1997.

79



Literaturv erzeichnis

[13] J.R. Ensher, D.S. Jin, M.R. Matthews, C.E. Wieman, and E.A. Cornell. Bose-
Einstein condensation in a dilute gas: Measurement of energy and ground-state
occupation. Physical Review Letters, 77:4984,1996.

[14] D.S. Jin, J.R. Ensher, M.R. Matthews, C.E. Wieman, and E.A. Cornell. Collective
excitations of a Bose-Einsteincondensatein a dilute gas. Physical Review Letters,
77:420,1996.

[15] M.-O. Mewes, M.R. Andrews, N.J. van Druten, D.M. Kurn, D.S. Durfee, C.G.
Townsend, and W. Ketterle. Collective excitations of a Bose-Einstein condensate
in a magnetic trap. Physical Review Letters, 77:988,1996.

[16] M.R. Andrews, D.M. Kurn, H.-J. Miesner, D.S. Durfee, C.G. Townsend,S. Inouye,
and W. Ketterle. Propagation of sound in a Bose-Einstein condensate. Physical
Review Letters, 79:533,1997.

[17] M.R. Andrews, C.G. Townsend, H.-J. Miesner, D.S. Durfee, D.M. Kurn, and
W. Ketterle. Observation of interference between two Bose-Einstein condensates.
Science, 275:637,1997.

[18] B.P. Anderson and M.A. Kasevich. Macroscopicquantum interferencefrom atomic
tunnel arrays. Science, 282:1686,1998.

[19] M.-O. Mewes,Andrews M.R., D.M. Kurn, D.S. Durfee,C.G. Townsend,and W. Ket-
terle. Output coupler for Bose-Einsteincondensedatoms. Physical Review Letters,
78(2):582{585,January 1997.

[20] E.W. Hagley, L. Deng, M. Kozuma, J. Wen, K. Helmerson,S.L. Rolston, and W.D.
Phillips. A well-collimated quasi-continous atom laser. Science, 283:1706,1999.

[21] I. Bloch, T.W. H•ansch, and T. Esslinger. Atom laser with a cw output coupler.
Physical Review Letters, 82(15):3008{11,April 1999.

[22] G. Agrawal. Nonlinear �b er optics. Academic press,San Diego, 2nd edition, 1995.

[23] G. Agrawal. Applications of Nonlinear Fiber Optics. Academic press,San Diego,
2nd edition, 2001.

[24] L. Khaykovich, F. Schreck, F. Ferrari, T. Bourdel, J. Cubizolles, L.D. Carr, Y. Ca-
stin, and C. Salomon.Formation of a matter wave bright soliton. Science, 296:1290{
93, May 2002.

[25] K.E. Strecker, G.B. Partridge, A.G. Truscott, and R.G. Hulet. Formation and
propagation of matter wave soliton trains. Nature, 417:150{153,May 2002.

[26] S. Burger, K. Bongs, S. Dettmer, W. Ertmer, K. Sengstock, A. Sanpera, G.V. Sh-
lyapnikov, and M. Lewenstein. Dark solitons in Bose-Einsteincondensates.Physical
Review Letters, 83(25):5198{5201,December 1999.

[27] J. Denschlag, J.E. Simsarian, D.L. Feder, C.W. Clark, L.A. Collins, J. Cubizolles,
L. Deng, E.W. Hagley, K. Helmerson,W.P. Reinhardt, S.L. Rolston, B.I. Schneider,
and W.D. Phillips. Generating solitons by phase engineering of a Bose-Einstein
condensate.Science, 287:97{100,January 2000.

80



Literaturv erzeichnis

[28] E. Tiesinga, B.J. Verhaar, and H.T.C. Stoof. Threshold and resonancephenomena
in ultracold groundstate collisions. Physical Review A, 47:4114,1993.

[29] S. Inouye, M.R. Andrews, J. Stenger, H.-J. Miesner, D.M. Stamper-Kurn, and
W. Ketterle. Observation of Feshbach resonancesin a Bose-Einstein condensate.
Nature, 392:151,1998.

[30] E.A. Donley, N.R. Claussen,S.L. Cornish, J.L. Roberts, E.A. Cornell, and C.E.
Wieman. Dynamics of collapsingand exploding Bose-Einsteincondensates.Journal
of research of the National Institute of standards and Technology, 412:295,2001.

[31] N.J. Ashcroft and N.D. Mermin. Festk•orperphysik. Oldenbourg Wissenschaftsverlag,
M•unchen, 2001.

[32] P.S. Jessenand I.H. Deutsch. Optical lattices. Adv. At. Mol. Opt. Phys., 37:95,
1996.

[33] M. Greiner, O. Mandel, T. Esslinger, T. H•ansch, and I. Bloch. Quantum phase
transition from a super
uid to a Mott insulator in a gasof ultracold atoms. Nature,
415:39{44,January 2002.

[34] O. Morsch, J.H. M•uller, M. Cristiani, D. Ciampini, and E. Arimondo. Bloch oscil-
lations and mean-�eld e�ects of Bose-Einstein condensatesin 1-d optical lattices.
Physical Review Letters, 87(14):140402,1{4,2001.

[35] P. Treutlein. Dispersionsmanagement f•ur Materiewellen. Diplomarbeit, Universit•at
Konstanz, Oktober 2002.

[36] B. Eiermann, P. Treutlein, Th. Anker, M. Albiez, M. Taglieber, K.-P. Marzlin, and
M.K. Oberthaler. Dispersionmanagement for atomic matter waves.Physical Review
Letters, 91(6):060402,August 2003.

[37] H. Ibach and H. L•uth. Festk•orperphysik. Springer, Berlin, Heidelberg, New York,
4th edition, 1995.

[38] �E. Mathieu. M�emoire sur le mouvement vibratoire d'une membrane de forme ellip-
tique. J. math. pure appl., 13:137{203,1868.

[39] M. Abramowitz and I.A. Stegun, editors. Handbook of Mathematical Functions.
Dover, New York, 1972.

[40] W. Ketterle, D.S. Durfee,and D.M. Stamper-Kurn. Making, probing and understan-
ding Bose-Einsteincondensates.In M. Inguscio, S. Stringari, and C. Wieman, edi-
tors, Bose-Einstein Condensation in Atomic Gases, Amsterdam: IOS Press,1999.
Societ�a Italiana di Fisica.

[41] F. Dalfovo and Pitaevskii L.P. Stringari S. Giorgini, S. Theory of Bose-Einstein
condensation in trapped gases. Review of modern Physics, 71(3):463{512, April
1999.

[42] E.P. Gross. Structure of a quantized vortex in boson systems. Nuovo Cimento,
20:454,1961.

81



Literaturv erzeichnis

[43] E.P. Gross.Hydrodynamicsof a super
uid condensate.J. Math. Phys., 4:195,1963.

[44] L.P. Pitaevskii. Vortex lines in an imperfect Bose gas. Sov. Phys. JETP , 13:451,
1961.

[45] M. Edwards and K. Burnett. Numerical solution of the nonlinear Schr•odinger equa-
tion for small samplesof trapped neutral atoms. Physical Review A, 51(2):1382,
February 1995.

[46] F. Dalfovo and S. Stringari. Bosonsin anisotropic traps: Ground state and vortices.
Physical Review A, 53(4):2477,April 1996.

[47] M. Edwards, R.J. Dodd, C.W. Clark, P.A. Ruprecht, and K. Burnett. Properties of
a Bose-Einstein condensatein an anisotropic harmonic potential. Physical Review
A, 53(4):R1950,April 1996.

[48] G. Baym and C.J. Pethick. Ground state properties of magnetically trapped Bose-
condensedrubidium gas. Physical Review Letters, 76(1):6{9, January 1996.

[49] H.M.J.M. Boesten,C.C. Tsai, J.R. Gardner, D.J. Heinzen, and B.J. Verhaar. Ob-
servation of a shape resonancein the collision of two cold 87Rb atoms. Physical
Review A, 55:636,1997.

[50] M.J. Steeland W. Zhang. Bloch function description of a Bose-Einsteincondensate
in a �nite optical lattice. cond-mat/9810284, 1998.

[51] K.M. Hilligs�e. Bright atomic solitons in Bose-Einsteincondensates.Master's thesis,
University of Aarhus, Universit•at Konstanz, 2001.

[52] A. Hasegawa. Optical Solitons in Fibers. Springer-Verlag, Berlin, secondedition,
1990.

[53] B.J. Eggleton and R.E. Slusher. Bragg grating soliton. Physical Review Letters,
76(10):1627{30,March 1996.

[54] J.W. Fleischer, M. Segev,N.K. Efremidis, and D.N. Christodoulides. Observation
of two-dimensionaldiscretesolitons in optically induced nonlinear photonic lattices.
Nature, 422:147,2003.

[55] O. Zobay, S. P•otting, P. Meystre, and E.M. Wright. Creation of gap solitons in
Bose-Einsteincondensates.Physical Review A, 59(1):643,1999.

[56] M. Remoissenet,editor. Waves Called Solitons. Springer Verlag, Berlin, 1994.

[57] F. Schwabl. Quantenmechanik. Springer, Berlin, 5th edition, 1998.

[58] K. Dieckmann, R.J.C. Spreeuw, M. Weidem•uller, and J.T.M Walraven. Two-
dimensional magneto-optical trap as a sourceof slow atoms. Physical Review A,
58(5):3891{95,November 1998.

[59] W.H. Wing. On neutral particle trapping in quasistatic electromagnetic�elds. Prog.
Quantum. Elec., 8:181,1984.

82



Literaturv erzeichnis

[60] E. Majorana. Nuovo Cimento, 9:43, 1932.

[61] J. Schwinger. Physical Review Letters, 51:648,1937.

[62] D.E. Pritc hard. Cooling atoms in a magnetic trap for precission spectroscopy.
Physical Review Letters, 51:1336,1983.

[63] J.R. Ensher. The First Experiments with Bose-Einstein Condensationof 87Rb. PhD
thesis, University of Colorado at Boulder, 1998.

[64] C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc, and G. Grynberg. Atom-Photon Interactions.
Wiley-In terscience,New York, 1992.

[65] H.J. Metcalf and P. van der Straten. Laser Cooling and Trapping. Springer Verlag,
1999,1999.

[66] B.E.A. Salehand M.C. Teich. Fundamentalsof Photonics. Wiley, New York, 1991.

[67] M. Kozuma, L. Deng, E.W. Hagley, J. Wen, R. Lut wak, K. Helmerson, S.L. Rol-
ston, and W.D. Phillips. Coherent splitting of Bose-Einsteincondensedatoms with
optically induced bragg di�raction. Physical ReviewLetters, 82(5):871{75,February
1999.

[68] O. Morsch, J.H. M•uller, M. Cristiani, and E. Arimondo. Coherent accelerationand
landau-zenertunneling of Bose-Einstein condensatesin 1-d optical lattices. cond-
mat/0103466, April 2001.

[69] P.L. Gould, G.A. Ru�, and D.E. Pritc hard. Di�raction of atoms by light: The
near-resonant Kapitza-Dirac e�ect. Physical Review Letters, 56(8):827,1986.

[70] M. Greiner, I. Bloch, O. Mandel, T.W. H•ansch, and T. Esslinger. Exploring phase
coherencein a 2D lattice of Bose-Einstein-Condensates.Physical Review Letters,
87(16):160405,2001.

[71] L. Tonks. The complete equation of state of one, two and three-dimensionalgases
of hard elastic spheres.Phys. Rev., 50:955,1936.

[72] P. Pedri and L. Santos. Three-dimensional quasi-Tonks gas in a harmonic trap.
cond-mat/03041414, 2003.

[73] M. Olshanii. Atomic scattering in the presenceof an external con�nement and a
gasof impenetrable bosons.Physical Review Letters, 81(5):938,1998.

[74] J.T.M. Walraven. Atomic hydrogen in magnetostatic traps. In G.L. Oppo, S.M.
Barnett, E. Riis, and M. Wilkinson, editors, Quantum Dynamics of Simple Systems,
1996.

[75] W. Ketterle and N.J. van Druten. In B. Bedersonand H. Walther, editors, Advances
in Atomic, Molecular, and Optical Physics, volume 37, page181, San Diego, 1996.
Academic Press.

[76] K. Forberich. Aufbau einer Quelle f•ur nichtlineare Atomoptik. Diplomarbeit, Uni-
versit•at Konstanz, Oktober 2001.

83



Literaturv erzeichnis

[77] C. Cohen-Tannoudji, B. Diu, and F. Laloe. Quantenmechanik. de Gruyter, Berlin,
1999.

[78] M. Ben Dahan, E. Peik, J. Reichel, Y. Castin, and C. Salomon.Bloch oscillations of
atoms in an optical potential. Physical Review Letters, 76(24):4508{11,June 1996.

[79] S. Burger, F.S. Cataliotti, C. Fort, F. Minardi, and M. Inguscio. Super
uid and
dissipative dynamics of a Bose-Einsteincondensatein a periodic optical potential.
Physical Review Letters, 86(20):4447{50,May 2001.

[80] M. Kr •amer, L. Pitaevskii, and S. Stringari. Physical Review Letters, 88:180404,
2002.

[81] W. Chen and D.L. Mills. Gap solitons and the nonlinear optical responceof super-
lattices. Physical Review Letters, 58:160,1987.

[82] E. Ostrovskaya and Y. Kivshar. Matter-w ave gap solitons in atomic bandgapstruc-
tures. cond-mat/0303190, 2003.

[83] Y. Castin and R. Dum. Bose-Einsteincondensatesin time dependent traps. Physical
Review Letters, 77(27):5315{19,December 1996.

[84] Y. Kagan, E.L. Surkov, and G.V. Shylapnikov. Evolution of a Bose-condensed
gasunder variation of the con�ning potential. Physical Review A, 54(3):R1753{56,
September 1996.

[85] V.E. Zakharov and A.B. Shabat. Exact theory of two-dimensionalself-focusingand
one-dimensionalmodulation of wavesin nonlinear media. Sov. Phys. JETP , 34:62,
1972.

[86] C. Desem and L. Chu. Optical Solitons - Theory and Experiment. Cambridge
University Press,Cambridge, 1992.

84



Danksagung

An dieser Stelle m•ochte ich mich bei all denjenigen bedanken, die mich bei meinem
Studium und bei der Diplomarbeit unterst•utzt haben und die dazu beigetragenhaben,
dassdie Jahre in Konstanz eine so sch•one und erf•ullte Zeit waren.

Markus Oberthaler danke ich daf•ur, dasser mir die M•oglichkeit gegeben hat, an dem
•au�erst interessanten BEC-Experiment in einer sehr anregendenund freundschaftlichen
Atmosph•are zu arbeiten. In wertvollen Diskussionen hat er mir viel beigebracht und
seineBegeisterungf•ur die Physik ist einfach ansteckend.

Desweiteren danke ich Herrn Prof. Leiderer und Frau Prof. Scheer daf•ur, dasssie sich
freundlicherweisebereit erkl•art haben, meine Diplomarbeit o�ziell zu betreuen bzw. zu
begutachten.

"
Meinen\ Doktoranden Bernd Eiermann, Tom Anker und MichaelAlbiez bin ich dankbar

f•ur Ihre herzliche Kollegialit •at, die ausgesprochen gute Stimmung und Zusammenarbeit
und ihr stetso�enes Ohr f•ur Fragen.Wir haben im Labor zusammenviel gelacht, ge
ucht
und uns •uber gemeinsameErfolge gefreut, und auch die diversenAktivit •aten au�erhalb
desLabors werden mir immer in sehr positiver Erinnerung bleiben.

Auch die anderenGruppenmitglieder Martin G•obel, Alex Greiner, Anja Habenicht, Dirk
J•urgens,Martin St•orzer, Ralf St•utzle und Alex Weber hatten wesentlichen Anteil an der
gro�artigen Atmosph•are. Ganz herzlichen Dank daf•ur!

Unseren Labornachbarn Dennis Weiseund Oliver Vogelsangdanke ich daf•ur, dass sie
mit uns ihr Wissen, ihren Laser und nicht zuletzt ihren exzellent ausgestattetenWerk-
zeugkasten geteilt haben. Ohne diese•au�erst gro�z •ugige Hilfsbereitschaft w•are vieles in
dieserForm nicht m•oglich gewesen.

Peter Marzlin und Jan Kr •uger bin ich dankbar f•ur die Unterst•utzung bei theoretischen
Fragen.

F•ur die Hilfe in technischen wie auch organisatorischen Dingen gilt mein Dank Stefan
Eggert, Stefan Hahn und Ute Hentzen.

Der Studienstiftung des deutschen Volkes danke ich f•ur die ideelle und materielle Un-
terst•utzung w•ahrend meinesStudiums und insbesonderemeinesAuslandsjahres.

Ohne Tini, meineFamilie und meineFreundew•are all das nicht m•oglich gewesen.Ihnen
danke ich daher ganz besonders!
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